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Prefata

Cartea de fata a fost elaborata in cadrul proiectului POSDRU/56/1.2/S/32768,
“Formarea cadrelor didactice universitare si a studentilor in domeniul utilizarii unor
instrumente moderne de predare-invatare-evaluare pentru disciplinele matematice, n
vederea creirii de competente performante si practice pentru piata muncii”.

Finantat din Fondul Social European si implementat de catre Ministerul
Educatiei, Cercetarii, Tineretului si Sportului, Tn colaborare cu The Red Point,
Oameni si Companii, Universitatea din Bucuresti, Universitatea Tehnica de
Constructii din Bucuresti, Universitatea ,, Politehnica” din Bucuresti, Universitatea din
Pitesti, Universitatea Tehnica ,, Gheorghe Asachi” din lasi, Univerditatea de Vest din
Timisoara, Universitatea ,Dunarea de Jos’ din Galati, Universitatea Tehnica din Cluj-
Napoca, Universitatea “1 Decembrie 1918" din Alba-lulia, proiectul contribuie in
mod direct la realizarea obiectivului general a Programului Operaional Sectorial de
Dezvoltare a Resurselor Umane — POSDRU si se inscrie in domeniul major de
interventie 1.2 Calitate in Tnvatamantul superior.

Proiectul are ca obiectiv adaptarea programelor de studii ae disciplinelor
matematice la cerintele pietei muncii si crearea de mecanisme si instrumente de
extindere a oportunitatilor de invatare.

Evaluarea nevoilor educationale obiective ale cadrelor didactice si studentilor
legate de utilizarea matematicii in Tnvatamantul superior, masterate si doctorate
precum si analizarea eficacitatii si relevantel curriculelor actuale la nivel de
performanta si eficienta, in vederea dezvoltarii de cunostinte si competente pentru
studentii care invata discipline matematice Tn universitati, reprezinta obiective
gpecifice de interes in cadrul proiectului. Dezvoltarea si armonizarea curriculelor
universitare ale disciplinelor matematice, conform exigentelor de pe piata muncii,
elaborarea si implementarea unui program de formare a cadrelor didactice si a
studentilor interesati din universitatile partenere, bazat pe dezvoltarea si armonizarea
de curriculum, crearea unei baze de resurse inovative, moderne si functionale pentru
predarea-invatarea-evaluarea n disciplinele matematice pentru  invatamantul

universitar sunt obiectivele specifice care au ca raspuns materialul de faa.



Formarea de competente cheie de matematica si informatica presupune crearea
de abilitati de care fiecare individ are nevoie pentru dezvoltarea personal, incluziune
sociala si insertie pe piata muncii. Se poate constata insi ca programele disciplinelor
de matematica nu au Tntotdeauna Th vedere identificarea si sprijinirea elevilor si
studentilor potential talentati la matematica. Totusi, studiul matematicii a evoluat n
exigente pana a ajunge si accepte provocarea de a folosi noile tehnologii in procesul
de predare-invatare-evaluare pentru a face matematica mai atractiva.

.....

instrumentelor folosite pentru identificarea si motivarea studentilor talentati la
matematica ar putea raspunde deopotriva cerintelor de masi, cét si celor de dlita.

Viziunea pe termen lung a acestui proiect preconizeaza determinarea unor
schimbari in abordarea fenomenului matematic pe mai multe planuri: informarea unui
numar cat mai mare de membri ai societatii in legatura cu rolul si locul matematicii in
educatia de baza n instructie si Tn descoperirile stiintifice menite sa imbunatateasca
calitatea vietii, inclusiv popularizarea unor mari descoperiri tehnice, si nu numai, in
care matematica cea mal avansata a jucat un rol hotarator. De asemenea, se urmireste
evidentierea a noi motivatii solide pentru invatarea si studiul matematicii la nivelele
de baza si la nivel de performanta; stimularea creativitatii si formarea la viitorii
cercetatori matematicieni a unel atitudini deschise faa de insusirea aspectelor
specifice din alte stiinte, in scopul participarii cu succes in echipe mixte de cercetare
sau a abordarii unei cercetari inter si multi disciplinare; identificarea unor forme de
pregatire adecvata de matematica pentru viitorii studenti ai disciplinelor matematice,
in scopul utilizarii la nivel de performanta a aparatului matematic in construirea unei
cariere profesionale.

Lucrarea de fata se adreseaza studentilor in special din invataméntul superior
tehnic, cét si tuturor celor interesati de studiul diverselor modele matematice si
implementari ale acestora in Matlab.

Conceptul de ,model”, atét de des folosit in stiinta moderna, este relativ nou,
dar metoda modelarii este tot atét de veche pe cat sunt preocuparile oamenilor pentru
cunoasterea stiintifica. Putem considera ca modelul este o reprezentare izomorfa a
realitatii, care, oferind o imagine intuitiva si totusi riguroasa, in sensul structurii
logice, a fenomenului studiat, faciliteazi descoperirea unor legaturi imposibil sau
foarte greu de gasit pe alte cai. Preocuparile legate de modelarea matematica sunt

justificate de utilizarea acestora in foarte multe domenii de activitate.



Capitolul | intitulat ,Calcul simbolic in Matlab” a fost elaborat de Maria
Miroiu de la Universitatea din Pitesti si prezinta diverse functii Matlab din Symbolic
Math Toolbox si legatura lor cu derivabilitatea, integrarea, calculul limitelor,
dezvoltarile in serie Taylor, rezolvarile de ecuatii si sisteme algebrice, respectiv
diferentiale, etc. Tn calculele ingineresti se utilizeaza frecvent expresii smbolice, cel
putin in calculele numerice cu matrice si analiza numerica.

Titlul celui de-a doilea capitol este ,Reprezentari grafice in Matlab”, acesta
fiind realizat de Marian Viorel Craciun de la Universitatea ,,Dunarea de jos’ din
Galati. Aici sunt prezentate principalele facilitati puse la dispozitie de mediul Matlab
pentru reprezentarea grafica 2D si 3D.

Al treilea capitol este intitulat ,,Modele statistice” si afost elaborat de Marcela
Nicoleta Breaz de la Universitatea ,1 Decembrie 1918 din Alba lulia. Aici sunt
tratate atét elementele teoretice pentru fundamentarea unor modele statistice precum
regresia, cét si suportul computational asigurat de pachete specializate din Matlab. De
asemenea, pentru o intelegere mai completa a redlitatii sunt tratate si probleme din
lumeareala la care sunt date si implementarile acestorain Matlab.

Capitolul a patrulea, cu titlul ,Procese stochastice staionare aplicate in
procesarea semnalelor” a fost elaborat de Octavian Pastorel Gaspar de la Universitatea
»Aurel Vlaicu” din Arad si prezinta diverse modele probabiliste precum procese
aleatoare laiesirea dintr-un filtru liniar si filtrarea Wiener. De asemenea, se trateaza si
un exemplu concret si anume sintetizarea vocii.

Ultimul capitol intitulat ,Probleme de mecanica rezolvate in Matlab” a fost
elaborat de luliana Paraschiv-Munteanu de la Universitatea din Bucuresti si cuprinde
diverse probleme de mecanica tratate intéi teoretic cu legile mecanicii, apoi prin
programe Matlab. Prin aceste probleme s-a incercat ilustrarea unor procese de
modelare matematica a unor fenomene fizice, prezum si simularea si vizualizarea pe
calculator a desfasurarii si evolutieli acestor fenomene.

Parcurgand cartea, se poate observa ci modelele matematice sunt des utilizate
n diverse domenii de activitate, aceasta datorita Tn special a capacitatii acestora de a
condensa riguros esentialul, cat si poshilitatii lor de a fi programate cu gutorul
calculatoarelor electronice, alcituind Tmpreuna un instrument de investigatie stiintifica
de o putere necunoscuta pana in prezent, o prodigioasi , prelungire’ a inteligentei
umane.

Autorii



Capitolul 1
Calcul ssmbolicin MATLAB

Acest capitol are ca scop prezentarea notiunilor despre calcul simbolic n
MATLAB.

In calcule ingineresti se utilizeaza frecvent expresii simbolice cel putin in
calculele numerice cu matrice si de analiza numerica.

MATLAB foloseste Symbolic Math Toolbox care este un grup de
instrumente matematice simbolice folosit pentru crearea si operarea cu expresi
matematice simbolice. Acesta contine sute de functii Smbolice MATLAB utilizate
pentru derivabilitate, integrare, simplificari, transformari, rezolvari de ecuatii, etc.

1.1 Definireavariabilelor si functiilor ssmbolice

Calculul smbolic opereazi cu obiecte simbolice: variabile, matrice si expresi
simbolice. Variabilele simbolice se definesc in doua feluri:
cu ingtructiunea sym se poate defini o variabila simbolica, respectiv cu
instructiuneasyns se pot defini mai multe variabile simbolice;
orice variabila ce primeste ca valoare o exprese smbolica (prin folosirea
operatorului =) devine o variabila smbolica.
Instructiunea sy mare forma

sym var

undevar este un nume de variabila smbolica.

Instructiuneasyns are forma

syns varl var 2 var 3

undevar 1, var 2, var 3, ... sunt nume de variabile smbolice.

Exemplul 1.1. Sa se defineasca variabilele smbolice a, b si ¢ cu instructiunea
syns si Sa seinitializeze variabilaa cu expresia smbolica b + c.
Solutie:
>> synms a b ¢ %, b,c sunt variabile sinbolice
> a=Db + ¢

+ 1l

a
b c
Sa consideram Tn continuare instructiunea
>d =b + c W,c = var.sinbolice => mvar. sinbolica
d =
b +c
Astfel d este de asemenea o variabila simbolica, deoarece a primit ca valoare o
expresie simbolica.



Expresile smbolice se definesc la fel ca expresile aritmetice din Matlab, Tn
care variabilele numerice sunt inlocuite cu variabile simbolice. Se includ aici si
vectorii si matricele cu elemente expresii simbolice, asupra carora se pot efectua
calcule simbolice similare calculelor numerice din Matlab.

Expresiile simbolice au ca termeni variabile smbolice si functii simbolice, iar
ca operatori aritmetici: +, -, *, /, \, ~. Operatorii +, -, *, /, sunt cel patru operatori
aritmetici cunoscuti. Operatia a \ b se defineste ca a™b. Operatorul * este ridicarea la
putere (expresiaa™ b este &).

Prioritatile operatorilor aritmetici sunt cele cunoscute. Operatorii + si — unari
au ceama mare prioritate, urmai de operatorii *, /, \, , iar operatorii + si — binari au
cea mal mica prioritate. Operatorii unari sunt asociativi la dreapta, operatorii binari
sunt asociativi este la stanga. Tn cadrul expresiilor aritmetice se pot utiliza paranteze
rotunde, ( si ), pentru a modifica prioritatile operatorilor.

Functiile matematice uzuale ce se pot utiliza in expresile smbolice sunt cele
de mai jos:

sin asin sgrt exp
cos acos abs 1og
tan atan | ogl0

Exista inca un mod de a crea expresii simbolice folosind functia sym Aceasta
functie poate si mai aiba forma

variabil a_sinbolica = syn(' expresie_sinbolica')

si are ca rezultat o expresie smbolici ce poate fi atribuita unei variabile smbolice.

Reamintim ca o exprese simbolica are ca termeni variabile smbolice, definite
anterior.

Exemplul 1.2. Si se defineasci functia simbolici liniara f(X) = a¢ + bx + c.
Solutie:
O prima modalitate de a defini functia este de a defini variabilele smbolice a, x, b si f
cu instructiuneasyms si apoi atribuim lui f ca valoare expresia smbolica:

>> syns a b ¢ x

> f =a* x""2+b*x +c¢c
f =

a*x"2 + b*x + ¢

Al doilea mod defineste expresia simbolica cu functiasym
>> syms a b ¢ X

> f =sym('a* x”*2+b*x+c');

Tn unele cazuri trebuie si cream expresii smbolice n care intervin constante. Acest
lucru se face cu functia sym De exemplu, pentru a crea o functie smbolica constanta
ce are valoarea 3 vom scrie

>> f = syn('3");

>> f

sym(3);



Reamintim ca instructiunea

>> f = 3;

creaza o variahila numerici ce are valoarea 3.

Exemplul 1.3. Sa se defineasca variabilele smbolice a, b si x si polinoamele
simbolice f(x) = ax + 3 si g(X) = x + b si 53 se calculeze produsul lor, f(X) - g(X).
Solutie:

Secventa de cod este urmatoarea

>> syns a b X

> f = a * x + 3
f =

a*x+3

> g =X +b
g:

X+b

> f * g
ans =

(a*x+3) *(x+b)

Exemplul 1.4. Si se defineasca variabila smbolica x si functia smbolica

f(X) :\/x2 +x+1.
Solutie;
>> syns X
>> f = sqrt(x”"2 + x +1)
f =
(xr2 + x + )N (1/2)

Definirea de variabile simbolice reale si complexe

O variabila complexa este o pereche ordonata de doua variabile reale. Fie x si y doua
variabile reale. O variabila complexa este
z=X+1"Y,
unde x este partea reald, y este partea imaginara a variabilei z iar i = /- 1. Pentru a
defini o variabila complexa trebuie sa definim mai intd doua variabile simbolice
reale, corespunzand partii reale si celel imaginare a variabilel complexe, apoi se
utilizeaza formula de mai sus in care variabila i este predefinita. Pentru aceasta se
utilizeaza instructiunea syns cu optiuneareal sau functiasymcu aceesasi optiune:
§ cuinstructiuneasyns

>> synms X y real
>> z =X +i *y

+ 1

z
X i *y

10



cu functiasym
>> x = sym('x',"'real")
X =
X
>> y
y:
y
>> 7z =X +i *y
Z =
X + i*y

syn('y','real")

Tn expresiile cu numere complexe se pot utiliza functiile matematice standard: r eal ,
i mg, conj , abs, etc.

Exemplul 1.5. Si se defineasca o variabila smbolica complexa si si se
calculeze conjugata, parteareala si modulul.
Solutie:
>> syns X Yy
>> z = X +i *y;
>> conj (2)

ans =
X-i*y

>> real (z)

ans =
X

>> abs(z)

ans =
(xN2+y"2) N (1] 2)

Daca se doreste stergerea proprietatii real a unel variabile declaratda anterior cu
instructiunea syns sau functiasym se poate instructiunea sy ns cu optiunea unreal.

Exemplul 1.6. Sa se stearga proprietatea real a unei variabilel x declarata ca
fiind reala.
Solutie:
>> sym x real;

>> sym x unreal ;

11



Crearea defunctii abstracte

Tn multe cazuri este avantajos si se creeze o functie nedeterminata (abstracti) care
actioneaza asupra obiectelor simbolice si apoi poate fi utilizata in expresii. Acest lucru
Se poate face cu instructiunea

>> f = sym("f(x)")
f =
f(x)
Variabila smbolica f poate fi utilizata apoi in expresii smbolice. De exemplu, pentru

acreaexpresia simbolica

f(x+h)- f(x)

h
Se poate scrie
>> synms X h
>>f = sym(" f(x)");
>> df = (subs(f, x, x+h) - f)/h
df =
(f(h + x) - f(x))/h
1.2 Substitutii

Este posbil si atribuim valori numerice variabilelor smbolice si, in acest caz,
expresile simbolice sunt evaluate la valoarea numerica corespunzatoare. Aceste
substitutii ale variabilelor smbolice cu valori numerice se fac cu functia subs cu
formele

subs(expresi e_sinbolica, variabila sinbolica, val oare_nunericy)
n cazul cand substituim o singura variabila, si
subs(expresi e _sinbolica, {variabile sinbolice}, {valori_nunerice})

Tn cazul cand substituim mai multe variabile.

Exemplul 1.7. Fie functia simbolici f(x) = x* — 5x + 4. Si se substituie
variabila simbolica x intai cu valoarea 4, apoi cu valoarea— 2.
Solutie:
>> synms f X
> f = x"2 - 5* x + 4
f =
X"N2 - 5*x + 4

>> subs(f, x, 4)
ans =
0

>> subs(f, x, -2)

ans =
18

12



Exemplul 1.8. Fie functia de doua variabile f(x, y) = X* + xy. Sa se substituie

ntd variabila smbolica x cu valoarea 3, apoi variabila simbolica y cu valoarea 2 si n
final variabilax cu valoarea—2 si variabilay cu 1.
Solutie:

>> syns X Yy

>>f = x"2 + x *y

f =

X2 + y*X

>> subs(f, x, 3)

ans =
3*y + 9

>> subs(f, vy, 2)

ans =
XN2 + 2*X

>> subs(f, {x, vy}, {-2, 1})

ans =
2

Reamintim ca, lista cu variabilele smbolice ce vor fi substituite si lista cu valori sunt
incluseintre acolade, { }.

Tn cazul Tn care se substituie o singura variabila simbolici cu o valoare, functia
subs aresi urmatoarea forma smpla

subs(expresie_sinbolica, val oare_nunerica)

Daca expresia simbolica depinde de mai mult de o variabila si variabila pentru care
se face substitusia nu este specificatd, substitutia se face pentru variabila simbolica
implicita, care se alege dupa urmatoarea regula: se alege litera cea mai apropiata de
x din alfabet; daca exista doua litere egal departate de x, se alege ultima din alfabet
din cele doua.

Exemplul 1.9. Fie expresia smbolici f(x, t) = t? + sin(x + t). Si se substituie
variabila smbolica x cu valoarea 3.
Solutie:
>> syns X t
>> f = t"2 + sin(x +t);
f =
t"2 + sin(t + Xx)

>> subs(f, 3)

ans =
t"2 + sin(3+t)

Dupa cum se observa, se subgtituie variabila simbolica x cu valoarea 3, aleasa dupa
regula anterioara.

Variabilele smbolice dintr-o expresie se pot determina cu functiaf i ndsym

13



Exemplul 1.10. Sa se determine variabilele simbolice din expresile simbolice:
f(X) = cos (wt + ), respectiv g(x) = x> — 3x + 5.
Solutie:
>> syns t onega psi X
>> f = cos(omega * t + psi)
f =
cos(psi + onega*t)

>> g = x"2 - 3*x 45
g:

X"2 - 3*x + 5

>> findsyn(f)

ans =

onega, psi, t

>> findsymQ)
ans =

X
Variabila simbolica implicita dintr-o expresie f se poate determina cu functia

findsym(f, 1)

Exemplul 1.11. Si se determine variabila simbolica implicta din expresia

simbolica t? - cos(x+t).
Solutie:

>> syms X t

>> f = t"2 * cos(x + t);

>> findsymf, 1)

ans =

X

Functiile de mai jos aplica diverse identitati asupra expresilor simbolice.
Functiaexpand cu forma
expand(f)

aplica identitatile din tabelul 1.1 asupra polinoamelor, functiilor exponentiale si
logaritmice, functiilor trigonometrice directe si inverse.

f expand(f)
a*(x +vy) a*x+a*y
a*(x -y) a*x-—-—a*y
ar(x+y) ax * any
ar(x-y) arx [ ay
exp(a + b) exp(a) * exp(b)
exp(a-b) exp(a)/ exp(b)
| og(x*y) log(x) + log(y)
I og(x/y) log(x) — log(y)
| og(a™y) y*l og(a)
sin(a + b) sin(a)*cos(b) + cos(a)*sin(b)

sin(2 * asin(a)) 2*a*(1-a”2)"(1/ 2)

Tabelul 1.1. Expandarea expresilor smbolice.
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la expandarea logaritmilor argumentele trebuie si fie pozitive;

functia expand poate expanda toate functiile trigonometrice directe,
sin(a+b), cos(a+b), tan(a+b);

functia expand poate expanda toate functiile trigonometrice inverse,
sin(k*asin(x)), cos(k*acos(x)), tan(k*atan(x)), etc., unde k
este un numar natural.

Functiasi npl i fy cu forma
sinplify(f)

aplica identitatile din tabelul 1.2 asupra expresilor simbolice.

f sinplify(f)
sin(x)"2 + cos(x)"2 1
ax * ay an(x+y)
ax [ ay ar(x-y)
exp(a) * exp(b) exp(a + b)
exp(a) / exp(b) exp(a — b)
exp(l og(x)) X
I og(exp(x) X

Tabelul 1.2. Smplificarea expresiilor simbolice.

1.3 Reprezentarea simbolica a numerelor

Numerele se reprezinta simbolic ih urmatoarele feluri:

§ 1in virgula mobila, sub forma une mantise inmultita cu 2 la un anumit
exponent; mantisa contine 13 cifre hexazecimale,

§ canumar rational, caraport adoua numere intregi,

§ ca numar rational plus precizia relativa; precizia relativa este diferenta intre
valoarea numarului rational si valoarea lui reprezentata in virgula mobila, si
este exprimata n functie de eps, precizia reprezentirii numerelor in virgula
mobila,

§ ca numar zecimal cu un numar specificat de cifre semnificative; implicit,
numarul de cifre este 32, dar el poate fi specificat cu functia digits dupa cum
Se arata mai jos.

Conversia intre numar si reprezentarea sa simbolica se face cu functia sym cu un
parametru ce specifica tipul reprezentarii simbolice dupa cum se arata in tabelul 1.3.
Tn tabelul 1.3, in expresia functiei sym x este o variabild Matlab.

Reprezentarea smbolica Functiasym()
n virgula mobila sym(x, ' f")
ca numar rational sym(x,"'r")
ca numar rational plus precizia relativa sym(x,"e")
ca numir zecimal cu un numiar specificat de cifre semnificative sym(x, " d")

Tabelul 1.3. Reprezentarea simbolicd a numerelor.

Operatiile cu numere rationale se fac dupa regulile din aritmetica.
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Exemplul 1.12. Fie expresia %+g Sa se aduca la acelasi numitor si sa se

faca smplificarile necesare folosind expresi simbolice.
Solutie:
sym(1)/sym(2) + sym(3)/sym(8)

ans =
7/ 8

Exemplul 1.13. Sa se converteasca numarul 0.2 intr-un numar simbolic in
toate reprezentarile posibile.
Solutie:
>> sym(0.2, 'f')
ans =
(2"-3+42702159776422298* 2" - 55)

>> sym(0.2,'r")
ans =
1/5

>> sym(0.2,'e")
ans =
1/5 + eps/ 20

>> synm(0.2,'d")
ans =
.20000000000000001110223024625157

>> digits(10) %10 cifre dupa virgula
>> synm(0.2,'d")

ans =

.2

1.4 Matrice ssimbolice

Matricele smbolice au ca elemente obiecte simbolice, constante, variabile sau
expresii simbolice. Operatiile cu matrice se efectueaza cu operatorii +, -, *, /, \, /, .*,
A, \'si 2 Semnificatia operatorilor +, -, * este cea de adunare, scadere si inmultire a
matricelor cu dimensiuni corespunzatoare. Semnificatia celorlalti operatori este cea
tabelul 1.4.

Operator Exemplu Semnificatie
/ alb a * inv(b)
\ a\b inv(a) * b
A a’b ab
X c=a.*b Cj = a; * by
i c=a.lb cj = a;/ by
A c=a.\b Gij = by *a;
N c=a."b Cj = a; " by

Tabelul 1.4. Operarii cu matrice simbolice.
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Elementele matricelor simbolice se adreseazi cu indici Th acelasi fel ca elementele
matricelor numerice. Putem defini matrice simbolice ih doua feluri:

- matrice cu elemente simbolice;

- sa convertim matrice numerice in matrice simbolice cu functiasym

~

Exemplul 1.14. Sa se defineasca matricea cu elemente ssimbolice é‘: 23 sisa
u
se calculeze determinantul si inversa acesteia.
Solutie:
>> syms a b c d
> M= TJa b; c d]
M=
[ a b]
[ c, d]

>> det (M
ans =
a*d-b*c

>> inv(M

ans =

[ d/(a*d-b*c), -b/(a*d-b*c)]
[ -c/(a*d-b*c), al/(a*d-b*c)]

> R=M* inv(M
R =
[ a*d/ (a*d-b*c)-b*c/(a*d-b*c), 0]
[ 0, a*d/ (a*d-b*c)-b*c/(a*d-b*c)]

> R=inv(M * M

a*d/ (a*d-b*c)-b*c/(a*d-b*c), 0]

R
[
[ 0, a*d/ (a*d-b*c)-b*c/(a*d-b*c)]

Pentru a afisa 0 expresie smbolica intr-un format apropiat de cel din matematica se

poate utilizafunctiapr et t y a carel parametru este chiar expresia smbolica.

>> pretty(R)

[ ad b ¢ ]
[--------- SRR 0 ]
[ad- bec ad-bc ]
[ ]
[ ad b ¢ ]
[ S SREEREEEEE ]
[ ad- bec ad- bc ]

Se pot simplifica expresiile de mai sus cu functia si npl i fy si se obtine matricea
unitate.

>> sinplify(Minv(M)

ans =
[ 1, 0]
[ 0, 1]
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Exemplul 1.15. Sa se defineasca matricele simbolice o si 4
b " &

sa se calculeze sumasi produsul lor.
Solutie:
>> syms abcd
> A=1J]a 0; b c]

A =

[ a 0]

[ b, c]

>> B =[-ab; -c d]
B =

[ -a, b]

[ -c, d]

>> R = A+B

[ 0 b

[ b-c, c+d]

>> R = A*B

R =

[ -an2, a* b

[ -a*b-c"2, b"2+c*d]

>> pretty(R) %afisarea intr-o forma matenatica

Exemplul 1.16. Si se defineasci matricea simbolici cu elemente complexe
éa+ti*b c u. . . — :
é .., §i s secalculeze inversasi conjugata acesteia.
g -C a-i*by
Solutie:

>> synms a b ¢ real

>> A = [a+i*b c; -c a-i*Db]
A =

[ ati*Db, c]

[ -c, a-i*b]

>> det (A)

ans =

an2+bnr2+cn2

>> conj (A

ans =
[ a-i*b, c]
[ -c, ati*b]
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Exemplul 1.17. Sa se considere matricea Hilbert de dimensiune trei si si se
converteasca aceasta matrice intr-o matrice simbolica (calculele cu numere simbolice
rationale se fac cu precizie infinita) si si sa se calculeze determinantul si inversa
acesteia.

Solutie:
>> H = hil b(3)
H =
1. 0000 0. 5000 0. 3333
0. 5000 0. 3333 0. 2500
0. 3333 0. 2500 0. 2000

>> H = sym(H)

H

[ 1, 1/2, 1/3]
[ 1/2, 1/3, 1/4]
[ 1/3, 1/4, 1/5]

>> det (H)
ans =
1/ 2160

>> | nv(H)

ans =

[ 9, -36, 30]
[ -36, 192, -180]
[ 30, -180, 180]

1.5 Reprezentar ea grafica a functiilor

Reprezentarea grafica a functiilor se face cu functiaezpl ot .
Reprezentarea grafica a unei functii de o variabila f(x) seface cu functia

ezplot(f, [mn, max])

unde mi n si max sunt limitele domeniului. Daca limitele sunt omise, domeniul de
reprezentare este -2n < X < 2nx.

x2-2

Exemplul 1.18. Sa se reprezinte grafic functia f (x) = »)
X

Solutie:

>> syms X
>> f = (xM2-2)/(x+1);
>> ezplot(f), grid

Reprezentarea grafica a functiel este ceadin Figura 1.1.
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(%2 - 2000 + 1)

Figural.1. Reprezentarea grafica a unei functii.

Curbele plane definite parametric prin formulele simbolice x = x(t) si y = y(t) se
reprezinta grafic cu functia

ezplot(x, y, [tnmin, tmax])

unde t mi n, t max sunt limitele domeniului de reprezentare. Daca limitele sunt omise,
domeniul de reprezentare este 0 <t < 2r.

Exemplul 1.19. Sa se reprezinte grafic curba definita parametric prin ecuatiile
parametrice:
x=54n(3t)
y = 2 cos(3t)
Solutie:
>> syns t
> x =5 * sin(3 * t);
>>y =2 * cos(3 * t);
>> ezplot(x, y), grid
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¥=8sinEt), y=2cos(3t)

e Sy Sy -
) U Uy SO NUpUsUp Ut U SUOUUsUO U SNt U S 4
_5 S P S -
4 3 2 -1 1] 1 2 3 4
X

Figura1.2. Graficul unei curbe definita parametric.

Curba este reprezentata in Figura 1.2. Variabila independenta t ia valori in intervalul
0<t<2Zm.

Curbele plane definite implicit de relatia f(x, y) = O se reprezinta grafic cu
functia

ezplot(f, [xmn, xmax, ymn, ynmax])
unde xm n, xmax, ym n, ymax sunt limitele domeniului de reprezentare. Functia
ezplot(f, [mn, max])

reprezinta grafic functia f(x, y) = 0 pe domeniul min < x < max, min < y < max.
In cazul Tn care domeniul nu este precizat, functia

ezpl ot (f)

reprezinta grafic functia f(x, y) = 0 pe domeniul -2x < X< 2xt, -2n <y < 2x.
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Exemplul 1.20. Sa se reprezinte grafic functia 2 + 3y* —x + y= 0.
Solutie:
Secventa de cod Matlab este urmatoarea

>> syms X Yy
>> f = 2*x"3 + 3*y"M - X +y

f =
2*X"3 - X + 3*yM +y

>> ezplot(f), grid
Functia este reprezentata in figura 1.3.

2x3-x+3y4+y=ﬂ

Figura 1.3. Reprezentarea unei curbei implicite.

Alte exemple de reprezentari grafice vor fi prezentate in paragrafele urmatoare.
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1.6 Derivarea functiilor simbolice

Calculul derivatei smbolice se face cu functia di f f, care poate calcula derivatele
functiilor de una sau mai multe variabile, derivate de ordin 1 sau de ordin superior,
etc. Functia are urmatoarele forme:

§ pentru a calculaderivatade ordin intai a unei functii in raport cu variabilax

diff(f, x)
§ pentru a calcula derivata de ordin n a unel functii in raport cu variabila x

diff(f, x, n)
§ pentru a cacula derivata unel functii in raport cu variabila implicita

di ff(f)
variabila implicita se alege dupa regula enuntata la functia subs n paragraful
de mai sus referitor la substitutii.

Exemplul 1.21. Sa se determine derivatele de ordinul intéi ale functiilor:
f (X) = cos (2x)
f (X, y) = x-cos(y) —y-cos(x)
f(x) = €.
Solutie:
>> syms X
>> f = cos(2 * x);
>> di ff(f)
ans =
(-2)*sin(2*x)
Asadar, (cos2x)'=-2sn(2x).

>> synms X Y

>> f = x * cos(y) - y * cos(x);

>> diff(f, x), diff(f, y)

ans =

cos(y) + y*sin(x)

ans =

- x*sin(y) - cos(x)
Se poate verifica matematic ca derivatele partiale ale functiei f(x, y) = xcos(y)-ycos(x)
sunt:

f(xcosy- ycosx) = cosy + ysinx
I
si
f(xcosy- ycosx) _
iy

>> Syms X

>> f = exp(i * X);
>> di ff(f, x)

ans =

i *exp(i*x)

- XSin- COSX
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Derivata unei matrice smbolice este matricea oltinuta derivand fiecare element.

Exemplul 1.22. Si se calculeze derivata matricei simbolice
2 0
A= Y2
2x ¥’y

>> syns X Yy
>> A = [ x"2 x*y; 2*x y"3]

Solutie:

A =

[ x*2, x*y]

[ 2*x, y"3]

>> di ff(A)

ans =

[ 2*x, ]

[ 2, 0]

Calculul iacobianului, M se face cu functiaj acobi an cu forma
D(x,y,zK)

jacobian([f; g; h; .], [X, V¥, X, .])

Primul argument al functiei jacobian este un vector coloani cu functiile f, g, h, ...

al doilea argument este un vector linie cu variabilelex, y, z, ...

Exemplul 1.23. Fie transformarea data de functiile:
X=r* cost
y=r*dnt
Sa se determine in Matlab iacobianul transformarii.
Solutie:
>> syns r t
>> x =r * cos(t);

>> vy =71 * sin(t);

>> D = jacobian([x; y], [r, t])
D =

[ cos(t), -r*sin(t)]

[ sin(t), r*cos(t)]

Determinantul transformarii se calculeaza si se smplifica astfel

>> det (D)
ans =
cos(t)"N2*r+r*sin(t)"2

>> sinplify(det(D))

ans =
r
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1.7 Limite de functii ssimbolice

Pentru a calcula
lim f(x)
X® a
se poate folos functial i mi t cu forma
limit(f, x, a)

unde a este un numar, sau i nf pentru oo (infinit).
Functial i m t aresi forma

limit(f, a)
caz In care variabila dupa care se calculeaza limita este variabila implicita care se

alege dupa regula enuntata la functia subs n paragraful referitor la substitutii.

3 2
Exemplul 1.24. Sa se calculeze in Matlab limita lim 2n$+—5n1
n®¥ 8n<- 2n+3

Solutie:
>> syms n
>> f = 2*n”"3 + 5*n"2 - 1,
>> g = 8*n*3 - 2*n + 3,
>> limt(f / g, n, inf)
ans =
1/ 4

Exemplul 1.25. Sa se calculeze in Matlab limita lim (1+x)* (dupa cum se
X® 0

stie, aceasta limita este €).
Solutie:
>> syns X
S>> imt((1 + x)*(1/ x), x, 0)

ans =
exp(1)

. 1+e8
Exemplul 1.26. Sa se calculeze in Matlab limita lim 1+e :
x®0 x2

Solutie:
>> Syns X
>> f = (1+exp(x))/ x"2
f =
(exp(x) + 1)/x"2

>> 1imit(f, x, 0)

ans =
I nf
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Exemplul 1.27. Sa se calculeze In Matlab limita lim cos1 (stim de la analiza

X® 0 X
matematica ca aceasta limita nu exista).
Solutie:
>> syms X
>> limt(cos(1/x), x, 0)
ans =

[imt(cos(1/x), x = 0)

Exemplul 1.28. S se calculeze limita lim S0X)- EOS(“ h)
h® 0

Solutie:
>> syms X h
>> g = (cos(x)-cos(x+h))/h;
>> |imt(g, h, 0)

ans =
si n(x)

Calculul limitelor laterale

Pentru a calculalimitele laterae
lim f(X)
X® a
X>a
si
lim f(x)
X® a
xX<a

n Matlab, se poate folos functial i mi t cu formele
limt(f, x, a, 'right")
pentru limita la dreapta, si
limit(f, x, a, 'left")

pentru limita la stanga.

Exemplul 1.29. Sa se calculeze limitele laterale ale fundiiei  (x) =Xi1 in
punctul x = 1.
Solutie:
>> Syns X
> f =1/ (x - 1);
S>> 1imt(f, x, 1, ‘right’)
ans =
| nf
>> 1imt(f, x, 1, ‘left’)
ans =
- I nf

26



1.8 Integrarea functiilor simbolice

1.8.1 Calculul integralelor nedefinite

Consideram acum problema determinarii integralei nedefinite a functiei f,
¢ f(x¥)dx. Tn Matlab, integrarea smbolici se efectueaza cu functiai nt cu formele:
int(f, x)
n care specificam variabila de integrare, sau
int(f)

cand variabila de integrare se alege dupa regula enuntata in paragraful referitor la
substititii.

Exemplul 1.30. Sa se calculeze in Matlab integrala nedefinita a functiei
f(x) =a-snx+b-cosx

Solutie:
>> syms a b x
> f = a * sin(x) + b * cos(x)
f =
b*cos(x) + a*sin(x)

>> jnt(f, X)

ans =
b*si n(x) - a*cos(x)

1.8.2 Calculul integralelor definite

Calculul integralel definite a functiei f
b

Of (x)dx

se poate face in Matlab cu functia )
int(f, x, a, b)
sau cu functia
int(f, a, b)
Tn ultimul caz, variabila de integrare se alege dupi regula prezentata in paragraful

referitor la subgtititii.
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3
Exemplul 1.31. Sa se calculeze integrala definita c‘jx3 + X+ 2)dx

1
Solutie:
>> syns X
>> f = x"3 + x + 2
>> int(f, 1, 3)
ans =
28
v X
Exemplul 1.32. Si se caculeze integralaimproprie ¢p 2 dx (acarei valoare

-¥
stim ca este v 2p ) si s3 sereprezinte grafic functia din interiorul integralei.
Solutie:

>> syns X
>> f = exp(- x"2 [ 2)
f j—

1/ exp(x"2/ 2)

>> ezplot(f), grid
>> int(f, x, -inf, inf)

ans =
27(1/2) *pi M1/ 2)

Reprezentarea grafica a functiel este cea din Figura 1.5.

Figura 1.5. Graficul funcriei f(X) = exp(—/2).
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1.8.3 Calculul integralelor ce depind de un parametru

Fie o functie f ce depinde de un parametru. Daca parametrul nu are o valoare
specificata, el este presupus ca fiind un numar complex. In cazul in care parametrul
este un numar real sau un numar pozitiv, el trebuie declarat ca atare n instructiunea
Syns.

¥
Exemplul 1.33. S si calculeze integralaimproprie (g ax’ dx, unde a>0.
- ¥
Solutie;
Cum a>0 se poate demonstra matematic ci integrala este convergenta. Se poate
declara ca parametrul a este pozitiv folosind instructiunea sy ns:

>> syms a positive
>> syns X
>> f = exp(-a * x"2)

f =
1/ exp(a*x"2)

>> R =int(f, x, -inf, inf)

R =
1/ a~(1/2) *pi ~( 1/ 2)

>> pretty(R)
1/2

Tn cazul in care parametrul a este complex vom scrie

>> synms a X

>> f = exp(-a * x"2);
> R =1int(f, x, -inf, inf)
R =

pi ecewi se([abs(Imar(1/2))) <= abs(Re(a”(1/2))) and
Re(an(1/2)) <> 0,
(pi~(1/2)*sign(Re(an(1/2))))/ar(1/2)],
[abs(Re(an(1/2))) < abs(Inm(a™(1/2))) and
sign(a)™(1/2) in {i, -i}, Inf], [abs(arg(a)) <=
1/2*pi and a <> 0, pi™(1/2)/ar(1/2)])
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1.9 Calculul sumelor simbolice
Pentru calculul smbolic a sumel

ko:n
a x(k)

k=m
se poate folos instructiunea Matlab sy msumcu formele

symsum(x, v, m n)

synmsum(x, m n)

unde x este termenul general a sumel, iar msi n sunt limitele inferioara si superioara,
care pot fi numere intregi sau oo, simbolizat prini nf . Tn prima forma variabila dupa
care se face insumarea este v, In a doua forma se utilizeaza variabila smbolica
implicita, determinata de functiaf i ndsym

n
Exemplul 1.34. S se calculeze in Matlab suma § k? .
k=1
Solutie;

>> syms k n

>> s = symsum(k”2, 1, n)

S =

(n*(2*n + 1)*(n + 1))/6

>> pretty(s)
n(2n+1) (n + 1)

6
n ¥ ¥
9 - ol o1 o 1
Exemplul 1.35. Si se calculezein Matlabsumele g —, a — . a—-
k=K k=K K=k

Solutie:
>> synms k n
>> r = symsum(1 / k, 1, n)

r =
eul ergama + psi(n + 1)

>>r = symsum(1l / k, 1, Inf)
ro=

I nf

>> r = synsunm(1/ k"2, 1, Inf)
r =

pi "2/ 6
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1.10 Dezvoltarein serie Taylor

Fie o functie f care are derivate pana la ordinul nin raport cu x. Functia Matlab
taylor(f, n, x, a)

conduce la obtinerea dezvoltarii functiel f Tn serie Taylor pana la ordinul n — 1 n jurul

punctului a.
n-1 (k)
o) kK f a
3 (o) 1)
k=0 '
Daca argumentul a lipseste, functia

taylor(f, n, x)

conduce la dezvoltarea in serie MacLaurin a functiei a functiei f pana la ordinul n — 1
(dezvoltarea in serie in jurul punctului a = 0). Daca argumentul x lipseste, variabila
independenta este determinata de functiaf yndsym Daca argumentul n lipseste, n = 6.

Exemplul 1.36. Sa se calculeze in Matlab dezvoltarea in serie Taylor a
functiei sinusin jurul originii.
Solutie:
>> syns X
>> f = sin(x);
>> taylor(f, 5)

ans =
X-Xx"3/ 6

Exemplul 1.37. Sa se cdculeze dezvoltarea in serie Taylor a functiei € n

jurul originii.
Solutie:
>> Synms X
>> f = exp(x);
>> T = taylor(f, 5, 0)

T =
X"4/24 + x"3/6 + x"2/2 + x + 1

>> pretty(T)

4 3 2

X X X

-+ - + -- + X +1
24 6 2

Exemplul 1.38. Sa se caculeze dezvoltarea in serie Taylor a functiei € n
jurul punctului x =1.

Solutie:
>> syns X
>> f = exp(x);
>> T = taylor(f, 3, 1)
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T =
exp(l) + exp(l)*(x - 1) + (exp()*(x - 1)"2)/2

>> pretty(T)
2
exp(1l) (x - 1)
exp(l) + exp(l) (X - 1) + ------cmmnmnnn-

1.11 Rezolvarea simbolica a ecuatiilor algebrice

Fie e o variabila simbolici ce are ca vaoare 0 expresie algebrica simbolica.
Rezolvarea ecuatiei algebrice

e =20
se face cu functiasol ve ce poate lua urmatoarele forme

sol ve (e, Xx)
cand se rezolva ecuatia dupa variabila smbolica x si
sol ve(e)

cand expresia simbolica e are o0 singura variabila, sau ecuatia se rezolva dupa variabila
simbolica implicita aleasis dupa regula enuntata in paragraful relativ la substitutii.
Functiasol ve poate avea ca argument si 0 expresie smbolica intre paranteze:

solve (‘expresie inbolicd , x)

sol ve(' expresi e sinbolica

Rezultatul functiei sol ve este:
un vector cu solutii, daca rezultatul functiei solve este un vector cu un numar
de componente egal cu numarul de variabile;
o0 structura in care numele campurilor sunt numele variabilelor ecugiilor, daca
rezultatul functiel solve este o variabila.

Exemplul 1.39. Sa se determine solutiile ecuatiei de gradul doi ax?+bx+c = 0.
Solutie;
>> syms a b ¢ X
>> f = a*x"2+b*Xx+c;
>> sol ve(f)

ans =

~(b + (b*2 - 4*a*c)n(1/2))/(2*%a)
(b - (b*2 - 4*a*c)~(1/2))/(2*a)
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Exemplul 1.40. Sa rezolvam ecuatia de gradul doi de mai sus in raport cu
variabilab.
Solutie:
>> syns a b ¢ x
>> f = a*x"2 + b*x + c;
>> sol ve(f, b)

ans =
-(a*x”"2 + c)/x

Tn cazul In care se doreste rezolvarea unei ecuarii de forma f(x) = g(x), se poate utiliza
functia Matlab sol ve cu urmatoarele doua forme

9(x)", x)

sol ve(' f(x)

sol ve(' f(x)

a(x)")

Exemplul 1.41. Si se rezolve in Matlab ecuaia transcedentala € = x+1, xI R.
Solutia:
Rezolvarea ecuatiei se poate face prin urmatoarele comenzi Matlab:

>> synm(x,'real')
>> sol ve('exp(x) = x + 1")

ans =
0

Functia sol ve poate rezolva si sisteme de ecuarii algebrice. Fie sistemul de
doua ecuatii algebrice
f(x,y) =0
g(x,y)=0
Daca dorim ca rezultatul functiel solve si fie un vector cu solutii, functia sol ve are
forma

[x, V] sol ve(f, Q)

sau forma

[x, y] =solve("f(x, y)', "g(x, y)")

Daca dorim ca rezultatul sa fie o structura, in stanga semnului egal vom scrie o
variabila.

Exemplul 1.42. Sa se rezolve sistemul de ecugii:
32

Ix“+ax+(a+)y+a=0

5 ,al R.
fyc+ay+(@a+)x+a=0
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Solutie:
>> syns X y a
>> f = x"2 + a*x + (a+l)*y + a
f =
X2 + a*x + a + y*(a + 1)

>> g = y"2 + a*y + (a+tl)*x + a

g:
yr2 + a*y + a + x*(a + 1)

>> s = solve(f, Q)
S =
X: [4x1 syni
y: [4x1 sym

Rezultatul este o structura cu doua campuri, X si y.

>> S. X
ans =
(- 8%a - 3)7(1/2)/2 + 1/2
1/2 - (- 8*a - 3)~(1/2)/2
(4*ar2 + 1)~ (1/2)/2 - a - 1/2
- a - (4*ar2 + )N (12)/2 - 1/2

>> 5.y
ans =

1/2 - (- 8%a - 3)"(1/2)/2

(- 8a - 3)"M(1/2)/2 + 1/2

(4*a”2 + 1)™(1/2)/12 - a - 1/2

- a- (4*ar2 + 1)~N(1/2)12 - 1/2

> S = [s.X, s.y];
>> pretty(S)

+- -+
| 1/ 2 12 |
I (- 8a- 3) (- 8a- 3 I
| e + 1/ 2, 1/2 = mmmmmmmeee e |
I 2 2 I
I I
| 1/ 2 1/ 2 |
| (- 8a- 3) (- 8a- 3) |
| 1/2 = mmmmmmmmeeo e e + 12
I 2 2 I
I I
| 2 1/ 2 2 1/ 2 |
| (4a +1) (4 a + 1) |
| oo S A - 12, eeeeeeeeoee- - a- 12 |
I 2 2 I
I I
| 2 1/ 2 2 1/ 2 |
| (4 a + 1) (4 a + 1) |
I T S U2, - @ e S 12 |
| 2 2 |
+- -+



Exemplul 1.43. Sa se rezolve sistemul de trei ecudtii:

x:Ioggg9+1
eZg
y=04+ 72 - 2x°2
z=2+%
20

Solutie:
>> syns X y z
> f =x - log(y/z)-1

f
x - log(y/lz) - 1
> =y - 0.4 - z"2 + 2*x"2

g:
2*xN2 - z"2 +y - 2/5

>> h = z-2-x*y/ 20

h =
z - (x*y)/20 - 2

>> s = solve(f,g,h)

S =
x: [1x1 synj
y: [1x1 sym
z: [1x1 sym

Tn acest caz solutia s este 0 structura cu componentele x, y si z. Rezultatele sunt:

>> digits(4)
>> 5. X
ans =
3.509

>> s,y
ans =
-21.25

>> 5.2
ans =
-1.728
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1.12 Rezolvarea simbolica a ecuatiilor diferentiale ordinare

Fie ecuatia diferentiala ordinara de ordinul ntéi

y=fy1)

Solutia generala a acestel ecuatii diferentiale depinde de o constanta arbitrara C. Daca
ne intereseaza o solutie care la momentul initial to trece prin punctul yo, constanta C ia
valoarea Yo. In continuare vom presupune ci solutia ecuaie diferentiale exista. Tn
functie de proprietatile functiei f, solutia poate i fie unica sau nu.

Rezolvarea ecuatiilor diferentiale ordinare se face cu functia dsol ve care
poate rezolva ecuatii diferentiale de ordin superior si sisteme de ecuatii diferentiale
ordinare. Functiadsol ve are caparametri:

expresia simbolica a ecuatiel diferentiale sau, n cazul unui sistem, expresiile

smbolice ale ecuatiilor sistemului; in aceste expresi, derivata de ordin inté

este notata cu D, iar derivatele de ordin superior cu D2, D3, ..., Dn. In notatia
de mai sus dy/dt se noteazi cu Dy, d’y / dt? se noteaza cu D2y, etc.

conditiile initiale ae ecuatiei diferentiale, daca existd, sunt argumentele

urmatoare ale functiei dsolve; ele au formay(to) = Yo, Dy(to) = Yo' , €tc.,

variabila independenta implicita este t; variabila independenta poate fi si ata
variabila smbolica, care vafi ultimul argument al functiel dsol ve.

Toti parametrii functiei dsol ve sunt inclusi intre apostrofuri.

Solutia ecuatiel diferentiale poate fi:

un vector cu un numar de componente egal cu cel a variabilelor dependente,

daca rezultatul functiei dsol ve este un vector,

0 structura in care numele campurilor sunt numele variabilelor dependente,

daca rezultatul functiei dsol ve este o variabila.

Exemplul 1.44. Fie ecuatia diferentiala:
y'+y=0
Sa se calculeze solutia generala a ecuatiel si apoi solutia ce trece prin punctele

y(0) =1,y (0) =-1.

Solutie:

Rezolvarea problemei se poate face cu instructiunile Matlab urmatoare:
>> syms y
>>y = dsolve('D2y +y =0'")
y =

C5*cos(t) + C6*sin(t)

>> Synms y
>> y = dsolve('D2y + vy

cog(t) - sin(t)

0,'y(0) =1,"Dy(0) =-1)
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Exemplul 1.45. Fie sistemul de ecuatii diferentiale:

X =X-Y
y =x+y
Sa se calculeze solutia intr-un vector, respectiv intr-o structura.

Solutie:
>> Syms X Yy

>> [x, y] = dsolve('Dx = x - y', "Dy

X =

C8*i*exp(t*(i + 1)) - (C9*i)/exp(t*(i - 1))

y_

C8*exp(t*(i + 1)) + Co/exp(t*(i - 1))

>> s = dsolve('Dx = x - y', 'Dy = x +y')

S =
X: [1x1 sym
y: [1x1 sym
>> 5. X
ans =

C8*i*exp(t*(i + 1)) - (C9*i)/exp(t*(

>> s.y
ans =

C8*exp(t*(i + 1)) + C9/exp(t*(i - 1))

>> [x, y] =dsol ve(' Dx=x-y',' Dy=x+y','x(0)=1","'y(0)=2")

X =

exp(t*(i + 1))*(i + 12) - (i - U2)/lexp(t*(i - 1))

y_
(i/72 + D) /exp(t*(i - 1)) - exp(t*(i + 1))*(i/2 - 1)

Exemplul 1.46. Sa se rezolve ecuatia diferentiala:
V'+3y+2y = @+ 2t+1

Solutie:

Problema se poate rezolva folosind urmitoarele instructiuni Matlab:

>> y = dsolve(' D2y + 3* Dy + 2*y = exp(3*t) +2*t + 1')

y:
(exp(4*t)/4 - exp(t) + 2*t*exp(t))/exp(t) -
t*exp(2*t))/exp(2*t) + C2/exp(t) + C3/exp(2*t)

>> y = dsolve(' D2y + 3* Dy + 2*y = exp(3*t) +2*t

1", "Dy(0) =0')

y:

11/ (4*exp(t)) - 4/ (5*exp(2*t)) + (exp(4*t)/4
2*t*exp(t))/exp(t) - (exp(5*t)/5 + t*exp(2*t))/exp(2*t)
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1.13 Exercitii propuse sprerezolvare

Exercitiul 1.1: Sa se substituie variabilax cu x+1 ih expresia

x3 x?
- T+,

3 2
Exercitiul 1.2: Sa se smplifice in Matlab expresiile:
3
x°-1

X2 - 3x+2
b) f(x) = (3a-b)*-3(a-3b)+2(a+2b)?

a) f(x) =

Exercitiul 1.3: Si se determine in Matlab inversele, transpusele si
determinantii urmatoarelor matrice:

a X0
& 0
@& x 1/x0
- 1/x XE,

a)A=

b)B=

Exercitiul 1.4: Sa se reprezinte grafic
a) f(x) = tg x.

b) f(x) =sinx— % , pentru xI [-10,10]

o [¥=O5t 11 10.0)
fy=sin"t
i X = cost

d) | y=sint,ti [0,100]
[ 7=t

Exercitiul 1.5: Sa se calculeze in Matlab urmatoarele derivate

a) L (x™1 i N,
I

1 g
b) — (e
)‘Hq( )
9 %sin(aHb),a, bl R.
2
d) ()
fiq
€) l(2x+3+sin2x)
X
fTelnx 6

L ﬁg«/x+1fy
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Exercitiul 1.6 Si se determine in Matlab iacobianul
transformari
I u=2x%- In(x2+4)
VI g 3
fv=e +4In(3x~ - 2)
iu=cos(ax+Db
I’ < y),a, b, c,dl R.

% v =gn(cx- dy)

Exercitiul 1.7: Sa se calculeze in Matlab limitele

_ X
a) lim gf[+—9
n®¥e Ng

N

. X0

b) lim &- =2
n®¥e Ng

. x*-a¥
c) lim
x®agX - g2

,al R.

d) lim exp}iu
X® a | X- a%
xX<a

e) lim exp.l u,al R.
x®a 1X-a

X>a

Exercitiul 1.8: Sa se calculeze in Matlab urmatoarele primitive
a) (e*sin xdx
16
b) cpx+—=dx
& xo
c) (‘(3x2 - 4xy)dy .
d) ¢(3x% - 4xy)dx

€) @%dz
f) c‘);dx

sin? x xcos? x

urmatoarelor

Exercitiul 1.9: Sa se calculeze in Matlab urmatoarele integrale definite

1

a) OxIn(x+1)dx
0
2p

b) @vsin xdx
0
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1
C) (OPxdx
sn(t)

2
d) (‘j?.!x2 - 4x3y)dx
1

Exercitiul 1.10: Sa se calculeze in Matlab urmatoarele sume

Jdo1
d 8

¥
b & (k2 +DxK, |x|<L.
k=0
s 1
c) a5
k=1K

g
da (-3
k=0

K X2k+1

XIR
(2k +2)!

Exercitiul 1.11: Sa se dezvoltein Matlab n serii de puteri urmatoarele functii
a) €
b) In(x+1)
C) SinXx

Exercitiul 1.12: Sa se determine in Matlab primii 4 termeni ai dezvoltarii n
serie Taylor in jurul punctului x=3 a functiei

i) = e .

Exercitiul 1.13: Sa serezolve in Matlab ecuatiile
a) sin(x) + cos(x) = 1
b) snx+sn2x+sn3x=0
C) Snx= 1
3
de=-1
e ax+b=0,a, bl R.

f§ & _ea 4 bR
X_

g) X’ —2ax+7=0,al R.
hx*+a=0,al R.

Exercitiul 1.14: Sa serezolve in Matlab urmitoarele sisteme
I x=2Y"2.2
12In(x+7)=yIn3
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}(x+ y)2 =3z-1
g (Y22 =3-1
i (z+u)? =3x-1

fu+x?=3y-1

Exercitiul 1.15: Sa serezolve in Matlab urmatoarea ecuatie diferentiala

ax=x+1
b) y'=e”
c) X =kx, x(0) =3
- 09
d) y=——vy, y(0)=1.
) Y=,V YO
e) X'+2x'+x =0, x(0)=0, x'(0) =1
f) X'+3x'+2x = !
e +1
] X'=-Xx+8y
Di
T y=x+y
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Capitolul 2

Reprezentari graficein MATLAB

MATLAB ofera numeroase facilitati pentru prezentarea vizuala a datelor atét
in mod interactiv, apeland la instrumente de editare dedicate, cu interfaa grafica
pentru utilizator, cat si cu gutorul functiilor specializate, apelate direct in fereastra de
comenzi sau introduse in fisiere script (M-file).

Acest capitol prezinta principalele facilitati puse la dispozitie de mediul
MATLAB pentru reprezentarea grafica bidimensionala si tridimensionala a curbelor si
suprafetelor, in diverse formate: explicit, implicit, parametric, polar, cilindric, sferic.

Pe langa problemele legate de reprezentarea grafici propriu-zisi, se prezinta si
0 serie de moduri in care se pot edita dilurile de desenare a liniilor, culorile,
marcajele, modalitatile prin care se pot adauga ma multe reprezentiri pe acelasi
grafic sau se pot salvaimaginile rezultate n diverse formate.

2.1 Reprezentarea grafica 2D

Pentru cel care au utilizat degja sistemul MATLAB este bine-cunoscut faptul ca
acesta este array smart. Adica, intregul sistem MATLAB se bazeazi pe operarea cu
usurinta a datelor in format vectorial, lafel de smplu casi in cazul scalarilor.

Exemplul 2.1 Sa presupunem ca se doreste calcularea valorilor functiel radical
pentru mai multe valori de intrare si apoi afisarea grafica a rezultatelor, intrare vs.
iesire.

Solutie: Functia radical in MATLAB este sgrt si aceasta are urmatoarea sintaxa, iar
rezultatul returnat reprezinta radacina patrata a elementelor vectorului x:

>> x = [0, 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81]

0 1 4 9 16 25 36 49 64 81
>>y = sqrt(x)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Pentru reprezentarea grafica a acestor valori discrete se poate face apel la
facilitatile puse la dispozitie de interfata grafica: se selecteaza cele doua variabile din
spatiul de lucru (workspace), mai intai X si apoi y, dupa care se da click pe butonul
marcat Tn figura urmatoare.

L

[ ploticy) g

E ﬂ {E a.;] E&* Htac
Marme “Walue

[0,1,4,9,16,25,36,49,6:
(0123456784

Figura2.1. Reprezentarea grafica a variabilelor direct din spariul de lucru
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Rezultatul reprezentarii grafice poate fi vazut in urmatoarea figura:

oa

L N i T |

|:| | 1 | | | | 1 |
a 10 20 30 40 a0 a1l il 80 a0

Figura2.2. Reprezentarea grafica a functiel radical

Daca se doreste un alt tip de reprezentare grafica, acesta se poate selecta din
lista ce apare apasand cu mouse-ul butonul marcat in figura urmatoare.

MO 2 X \Warkspace HEE A

x T8 M & &g B | stack: | _P|Dt(><,_}“O
élntl{x,i]l

Plots for: .y ! All plots |

7.7 Favorites M

plot(xy) x|
2-D line graph using linear axes

m |

Plot as multiple series w

Plots each series on the sarme plot

barlx.y] w
Bar graph

arealx,y) w
Filled area plot

pielx.y) w
Pie chart

hist(x.y) w
Histograrm

MATLAE Line Plots TOR

L

Figura2.3. Selectarea tipului de reprezentare grafica
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Aceleasi facilitati sunt accesibile si daca, dupa selectarea celor doua variabile,
se apasa pe butonul drept al mouse-ului:

55| | [0,1,4,9,16,25,36,49,64..,
EE‘@.],EC fM172456720]
Dpen Selection Ctrl+D
Save &,
Copy Ctrl +0C
Cuplicate
Celete Delete
plotiyd
Plat as multiple series
biary)
arealxy

Figura2.4. Alta modalitate pentru reprezentare grafica a variabilelor din spariul de lucru

O reprezentare grafica asemanatoare celel din fig. 2.2 se poate obtine direct in
linie de comanda, apeland la functia plot:

>> plot(x,y)

Functia plot are diverse forme, in functie de argumentele care se furnizeaz.
Sintaxa este urmatoarea:

plot(x,y,s)

unde x si y sunt tablouri de numere, iar s este un sir de caractere.
Daca se utilizeaza doar un singur argument,

plot(y)

se vor reprezenta grafic elementele vectorului y n raport cu indicii acestorain vector.

Daca se utilizeaza doua argumente,
pl ot (X, Yy)
se reprezinta grafic elementele vectorului y in raport cu cele ale vectorului x.

Tn cazul In care se folosesc toate cele trei argumente, ultimul dintre acestea
este un sir de caractere de lungime 1, 2 sau 3 folosit special pentru facilitatile de
formatare a graficului: selectarea culorii (rosu, galben, albastru, negru etc.), selectarea
tipului marcagjului (punct, cerc, stea, patrat etc.), selectarea tipului de linie (solida,
punctata etc.). Tabelul urmator listeaza valorile posibile pentru caracterele utilizate in
cadrul sirului sdin lista parametrilor functiei plot.



caracter culoare caracter marcaj caracter tip linie
b albastru (blue) . punct - continua
g verde (green) 0 cerc : punctata
r rosu (red) X semnul x -. intrerupta si
punctata
c turcoaz (cyan) + plus -- intrerupta
m purpuriu (magenta) * stea
y gaben (yellow) S patrat (square)
k negru (black) d romb (diamond)
w alb (white) v triunghi (jos)
n triunghi (sus)
< triunghi (stanga)
> triunghi (dreapta)
p pentagon
h hexagon

Tabelul 2.1 Opyiunile de formatare ale funcriei plot

Pentru mai multe detalii pot fi studiate paginile de manual ae functiel plot:

>> hel p pl ot

2.1.1 Reprezentarea grafica afunctiilor reale de o variabila reala

Aceasta sectiune discuta despre reprezentarea grafica a functiilor reale de o
variabila reala, punand accent pe diferitele modalititi de generare si de configurare a
graficelor rezultate (axe, legenda, etichete, adnotari etc.).

Exemplul 2.2. Si se reprezinte grafic functia patratica y = x2+3x+2, pe

intervalul de valori [-5, 5].

Solutie: La fel ca si In abordarea clasica, utilizata de elevi si studenti pentru a
reprezenta grafic o functie, MATLAB ofera urmatoarea solutie bazata pe tabelarea
unor valori din intervalul de definitie, urmata de apelarea functiel plot:

>> x = -5:5;
>> y = X."2+3*x+2;
>> plot (x,y,"*");

Cu cé numarul de valori in care se calculeazi valoarea functiel este mai mare,
cu atat graficul rezultat este mai ,,neted”. Pentru a creste numarul de puncte in care se
calculeaza valorile functiel, se stabileste un alt pas de divizare:

>> x = -5:0.5:5;
O alta modalitate prin care se pot defini valorile de intrare, cele stocate in

vectorul X, se bazeaza pe utilizarea functiel linspace. Spre deosebire de metoda bine-
cunoscuta, utilizata si In exemplele anterioare, in care se specifica pasul de divizare,
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de data aceasta se specificai numarul de puncte intermediare intre cele doua capete ale
intervalului de definitie:

>> x = |linspace(-5, 5, 21);

Modificarea intrarii presupune recalcularea valorilor de iesire, Thainte de o
noua reprezentare grafica:

>> y = X."N2+3*x+2;
>> plot (x,y, *");

Cele doua reprezentari grafice pot fi analizate comparativ in urmatoarea
figura:

45 45

401 Tan}

35} 1357

ao} 1307

251 1251

200 1207

14t 114t

10} 110}

| * * | -*-* -#-*

D—E — EI A El5 o **EI 5

Figura2.5. Reprezentarea grafica afuncriei y = x°+3x+2

In multe situatii poate apare necesitatea reprezentarii, in aceessi fereastra, a
ma multor curbe, pentru o anaizi comparativi. In MATLAB existi mai multe
modalitati prin care se poate redliza acest lucru, fie suprapus, in acelasi Sistem de axe,
fie alaturat.

O prima varianta presupune utilizarea comenzii hold. Aceasta are ca efect
pastrarea proprietatilor ferestrel grafice si a tuturor axelor graficului curent pentru
urmatoarea reprezentare grafica (hold on) sau revenirea la modul implicit in care are
loc stergerea graficului curent Tnainte de a face o noua reprezentare grafica (hold off).

Cea de-a doua varianta presupune utilizarea functiei plot cu mai multe
argumente. Lista celor trei argumente prezentata anterior poate fi multiplicata pentru a
include mai multe reprezentari grafice simultan:

>> plot(x, vy, '"b-", x, z, '"r-")

A trela varianta presupune utilizarea functiei subplot. Aceasta imparte
fereastra de reprezentare grafici intr-o matrice de axe in care se pot face mai multe
reprezentari simultan.
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Exemplul 2.3. Si se reprezinte, in acelasi grafic, functiile sin si cos pe
intervalul [0, 4p].
Solutie:

Variantal.

>> X i nspace(0, 4*pi, 200);
>> y sin(x);

>> plot(x,y," ' b-");

>> hold on;

>> y = cos(Xx);

>> plot(x,y, ' r-");

Extrem de utila, mai ales atunci cand se reprezinta grafic mai multe functii, se
poate dovedi functia legend. Aceasta permite introducerea unel descrieri a
reprezentarilor grafice din fereastra respectiva:

>> |egend('y = sin(x)','y = cos(x)");

1 T T T T
— v = sin(x)

0.8 — y = cos(x) ||

0.6 .

0.4 4

-0z ]

0.6 .

05 ]

_1 | 1 | | | |
a 2 4 b g 10 12 14

Figura2.6. Reprezentarea grafica smultana a functiilor sin gi cos

Variantall.
>> x = linspace(0, 4*pi, 200)
>> y = sin(x);
>> z = cos(X);
>> plot(x,y,"b-",x,z,"r-");

Rezultatul acestor comenzi este identic celui prezentat n fig. 2.6.
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Variantalll.

>> x = |linspace(0, 4*pi, 200);
>>y = sin(x);

>> subplot(2,1,1);

>> pIOt(X1y1lb'l);

>> | egend('y = sin(x)');

>> subplot(2,1,2);

>> y = cos(Xx);

>> plot(x,y,'r-");
>> | egend('y = cos(x)"');
1 . .
05 /
ot
0ar
-1 ' L :
0 2 4 B
1 . : ; . =
.l — y = cosx) ]
ol ]
051 1
1 ! ! . . : :
0 5 4 B 5 10 12 14

Figura2.7. Reprezentarea alaturata a graficelor funcyiilor sin si cos

Pentru a adauga mai multe explicatii sau detalii unei reprezentari grafice pot fi
folosite, pe langa functial egend, urmatoarele functii:

Functii Utilizare
xlabel, ylabel permit adiaugarea etichetelor text de-a lungul axelor de
coordonate
title permite adaugarea unui titlu (text) deasupra graficului
text permite  adidugarea unui text oriunde Tn  gréfic
(trebuie specificate coordonatele)
line primitiva care permite trasarea unei linii (utila pentru a desena
axele sistemului de coordonate)
grid permite addugarea unei grile pe grafic

Tabelul 2.2 Functii suplimentare pentru formatarea reprezentarilor grafice
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Efectele utilizarii acestor functii asupra unei reprezentari grafice pot fi vazute
infig. 2.8. Aceasta reprezentare este rezultatul urmitoarei secvente de comenzi.

>> title(' Graficul functiilor sin si cos');
>> x| abel (' Axa Ox');
>> y| abel (' Axa Oy');
>> x = [0, 4*pi]; y
>>x = [-1, 1]; y =
>> grid on

=[]0, 0]; line(x,y);
[0, O]; line(x,y);

Graficul functiilor sin si cos

— y = sin{x)
— y = cos(x)

-----------------------------------------------------------

Axa Oy

------------------------------------------------------------

_____________________________________________________________

-------------------------------------------

Axa Ox
Figura2.8. Reprezentare grafica insoyita de explicarii

2.1.2 Reprezentareain plan a curbelor date prin ecuatii parametrice

Aceasta sectiune pune accent pe reprezentarea grafici a curbelor plane date
prin ecuatii parametrice. Nu exista diferente majore din punctul de vedere a utilizarii
comenzilor si functilor MATLAB. Abordarea se bazeaza, ca de obicei, pe
identificarea coordonatelor punctelor din plan care satisfac respectivele ecudi
parametrice. Asadar, singura problema care trebuie rezolvata mai intai este data de
calculul valorilor coordonatelor x si y in functie de cele ale parametrului t.

Exemplul 2.4. Sa sereprezinte grafic curba data prin ecuatia:
x=1+|t
y=1-t4, pentrut] [-1, 1].

Solutie:
Comenzile MATLAB sunt urmitoarele:

>> t = |linspace(-1,1,500);
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>> x = 1+abs(t); y = abs(1l-t."2);

>> subplot(1,3,1); plot(t,x); title('x(t)");
>> subplot(1,3,2); plot(t,y); title('y(t)');
>> subplot(1,3,3); plot(x,y); title('y(x)");

Aceasta secventa de comenzi realizeaza atét reprezentarea grafici a coordonatelor n
functie de parametrul t, x = x(t), y = y(t), cét si alegaturii intre coordonatey = y(X).

() yit) y ()

2 1 1
1.4 1 0.4 1 05
1 o : a :
-1 a 1 -1 a 1 1 1.5 2

Figura2.9. Reprezentare graficd a curbelor date prin ecuarii parametrice

Dupa cum se poate observa in reprezentirile grafice din fig. 2.8, valorile
coordonatei x, in functie de valorile parametrului, mai Tntai scad si apoi cresc, cele ae
coordonatei y mai intéi cresc si apoi scad in timp ce, Tn aparenta, valorile coordonatel
y scad odata cu cresterea valorilor coordonatei x. Tn realitate lucrurile nu stau chiar
asa. Pentru a obtine o informatie corecta, se poate utiliza functia comet. Aceasta
functie realizeaza o animatie in care se poate vedea foarte clar sensul in care se
modifica valorile unei coordonate in functie de cealalta (fig 2.9.).

0.8
0.6
0.4
0.2

1]

15 2
Figura2.10. Animarie creata cu ajutorul funcsiel comet

2.1.3 Reprezentareain plan a curbelor date prin ecuatii polare

Este cunoscut faptul ci sistemul de coordonate carteziene nu reprezinta
singura modalitate de a descrie pozitia punctelor in plan. Tn loc de a furniza
coordonatele pe cele doua axe (Ox si Oy), se poate identifica locatia punctului n
functie de distanta acestuia fata de origine si de unghiul pe care dreapta ce uneste
punctul si originea il face cu una din axele de coordonate. Acest sistem de
reprezentare poarta numele de sistem de coordonate polare (fig. 2.10).
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Figura2.11. Sstemul de coordonate polare

Dificultatea in cazul sistemului de coordonate polare, tindnd cont de
periodicitatea functiilor trigonometrice, consta in faptul ca punctele pot avea
reprezentari multiple. De aceea trebuie tratate cu atentie aceste tipuri de reprezentari
grafice.

In MATLAB, reprezentarea in sissemul de coorodonate polar se face cu
gjutorul functiel polar.

Exemplul 2.5. Sa se reprezinte grafic, in coordonate polare, curba data prin
ecuatiar = 2 sin2q, q1 [0, p].
Solutie:
Comenzile MATLAB necesare acestel reprezentiri grafice sunt urmatoarele:
>> teta = |linspace(O0, pi);
>> 1 =2 * sin(2*teta);
>> polar(teta,r);

Rezultatul poate fi observat in figura urmatoare.

X
Figura2.12. Reprezentarea grafica, ih coordonate polare, a funcriei r = 2sin 2q

Tindnd cont de legaturile existente intre sistemele de coordonate cartezian si
polar:

X=TCcosq
y=rsng
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MATLAB pune la dispozitia utilizatorilor doua functii de trecere de la un
sistem de reprezentare la celalalt: cart2pol si pol2cart. Ambele primesc drept
argumente coordonatele punctelor intr-un sistem de coordonate si le returneaza pe
cele din celalat sistem. Ordinea in care trebuie furnizate coordonatele este
urmatoarea: pentru sistemul de coordonate cartezian, ordinea naturala, mai intai X si
apoi y, iar pentru cel polar, mai intai unghiul q si apoi razar.

Asadar, reprezentarea curbel din figura 2.11 se poate oktine utilizand functiile
plot sau comet, dupa ce, in preaabil, coordonatele carteziene sunt calculate n
functiile de cele polare:

>> [x,y] = pol 2cart(teta,r);
>> plot(x,y); axis equal;

Ultima comanda este utilizata pentru a asigura utilizarea aceleiasi scari de
reprezentare pe cele doua axe de coordonate. Tn caz contrar, este posibil ca graficul si
fie turtit (alungit), in functie de forma si dimensiunea ferestrei in care se efectueaza
reprezentarea grafica.

2.1.4 Reprezentareain plan a curbelor date prin ecuatii implicite

Tn practica exista si situatii In care nu exista o relatie explicita sau parametrica
ntre coordonatele punctelor curbei. Tn aceasta situatie, functiile plot, comet sau polar
nu sunt de niciun gjutor. Sistemul MATLAB pune la dispozitie insd un set de functii
smple (easy) care sa gute utilizatorul atunci céand legatura intre coordonate este
implicita. Dintre acestea, in sectiunea curenta se va exemplifica doar utilizarea
functiei ezplot. Tn mod similar se poate utiliza si functia ezpolar. Pentru mai multe
detalii se pot consulta paginile de manual.

Exemplul 2.6. Sa sereprezinte grafic functia data prin ecuatia:

0+ ¥ = 4y,
nintervalul [-2, 2].
Solutie:
Comanda MATLAB care genereazi acest grafic este urmitoarea:
>> ezpl ot (' (X. A2+y.A2) . A2-(X.N2-y."2)" [ [-2,2,-1,1])

Rezultatul poate fi observat in figura urmatoare:
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Figura2.13. Reprezentarea grafica a funcriei (¢ + y?)? = x*- y?

2.2 Reprezentarea grafica 3D

Aceasta sectiune prezinta principalele facilitati puse la dispozitie de mediul
MATLAB pentru reprezentarea grafica tridimensionala a curbelor si suprafetelor, in
diverse formate (explicit, parametric, polar, etc.). Spre deosebire de spatiul
bidimensional, reprezentat in mod natural pe ecran, in cazul reprezentarilor grafice
3D, mai dificil de prezentat pe ecran, trebuie ,smulata” cea de-a treia axa pentru a
crea 0 imagine cat mai apropiata de cea reala. Acest lucru este redlizat insi de catre
mediul MATLAB, degrevand utilizatorul de eventualele dificultati.

2.21 Reprezentarea grafica afunctiilor reale de doua variabilereale

La fel cum functiile reale de o variabila reald, y = f(x) conduc la perechi
ordonate (X, y) reprezentdnd coordonatele unor puncte in planul Cartezian, fundiile
reale de doua variabile reale, z = f(x, y) conduc tripletul (X, y, 2), triplet ce reprezinta
coordonatele unor puncte in sistemul de coordonate Cartezian tridimensional.

Exemplul 2.7. Se considera functia f(x,y) = X+ 2y —4. Pentrux =2,y = 2

seobtinez=1(2, 2) = 2+ 4 -4 =2, ceea ce conduce la punctul M de coordonate
(2, 2, 2), punct reprezentat in figura urmatoare:

53



1547

Figura2.14. Reprezentarea in sistemul de coordonate 3D a punctului M(2,2,2)

Imaginea din fig.2.14 se obtine foarte usor apeland la functia MATLAB plot3.
Aceasta, lafel casi echivalenta sain 2D, plot, are sintaxa: plot3(X, y, z, S) In care: X, y
si z sunt 3 vectori de acceasi lungime reprezentand coordonatele punctelor ce se
doresc a fi reprezentate, iar s este un sir de caractere de lungime 1, 2 sau 3 cu acelessi
semnificatii cain cazul functiei plot. Comenzile MATLAB sunt urmitoarele:

>> plot3(2, 2, 2, 'bo');
>> line([2 2],[2 2],[0 2]);

Daca se doreste reprezentarea mai multor puncte ale caror coordonate satisfac ecuatia
data de de o functie de doua variabile, atunci trebuie generate mai multe perechi (X, y)
care si conduca la o grila de puncte. Acest lucru este posibil ih MATLAB folosind
functia meshgrid.

Exemplul 2.8. Se considera aceessi functie din exemplul 2.7 in care atét x cét
si yiau valori dinintervaul [2, 5].
Solutie:
>> [x,y] = meshgrid(2:5);
>> 7 = x+2*y-4;
>> plot3(x, y, z, 'bo);

Punctele sunt reprezentate in figura urmatoare:



Figura2.15. Diverse puncte ale caror coordonate satisfac
ecuariaz= f(x,y)=x+2y-4

Daca, ma mult, se doreste schitarea suprafetei a carel ecuatie este data de
functia de doua variabile de mai sus, atunci se poate folos functia mesh. Aceasta
functie afiseaza suprafata n spatiul 3D, colorénd doar liniile ce unesc punctele de
definitie a suprafetel (punctele definite de tripletele (x, y, 2) din lista de argumente
primita de functie).

>> [x,y] = meshgrid(2:5);
>> 7z = x+2*y-4;
>> nmesh(x,y, z);

272
Figura2.16. Suprafara de ecuatiez= x+ 2y —4
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Daca se doreste vizudizarea suprafetel din alt unghi, imaginea poate fi rotita
folosind mouse-ul In mod interactiv, dupa apasarea butonului Rotate 3D, marcat cu
rosu n figura urmatoare:

File  Edit Miew Insert Tools Debug Desktop  MWindow  Help q A X
DEEs (KA 0@E£- 208 en mna=0

Figura2.17. Butonul Rotate 3D

2.2.2 Reprezentareain spatiu a suprafetelor date prin ecuatii
parametrice

Tn aceastd sectiune se discuta modul de reprezentare grafici a suprafetelor in
spatiul tridimensional atunci cand acestea sunt date prin ecuaii parametrice.

Exemplul 2.9. Sa se schiteze suprafata data prin ecuatiile parametrice:

X =T C0Sq
y=rsng
z=r

incareO£ r£1,0£q £ 2p.

Solutie:
Mai intéi, folosind deja cunoscuta functie linspace, se genereaza valorile
pentru parametrii r si g, in limitele domeniilor acestora.

>> r = linspace(0, 1, 100);
>> teta = linspace(0, 2*pi, 100);

Apoi, folosind functia meshgrid se genereaza grila perechilor ordonate (r, 6):
>> [r, teta] = meshgrid(r, teta);

si se calculeaza valorile coordonatelor carteziene ale punctelor de pe suprafaa:

>> X = r.* cos(teta);
>y =r.* sin(teta);
>> 7 =r1;

dupa care se reprezinta suprafata folosind functia mesh.

>> mesh(x, vy, z);

O alta functie oferita de MATLAB pentru reprezentarea suprafetelor este surf.
Aceasta are acelasi efect cu functia mesh cu deosebirea ca pe langa colorarea liniilor
ce unesc punctele de definitie, umple folosind culoare poligoanele care alcatuiesc
suprafata. Culorile poligoanelor sunt determinate in functie de valoarea coordonatei
din vectorul z si de o harta a culorilor (colormap — lista ordonata de culori). Functia
poate primi suplimentar o serie de argumente care s reprezinte proprietati ae
suprafetel rezultate.
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>> surf(x, vy, z,
' FaceColor', 'interp',
' EdgeCol or', 'none',..
' FacelLighting', 'phong');

De asemenea, reprezentarea grafica poate fi imbunatatita actiondnd asupra
muchiilor, adaugand culoare si lumina, modificand scara pe axele de coordonate sau
modificand punctul de vizualizare a obiectului grafic. Comenzile MATLAB care
realizeaza acest lucru fac apel lafunctiile camlight, lighting, view si axis.

Iluminarea reprezinta o tehnica prin care un obiect este reprezentat ca fiind
expus unei surse de lumina directionala. Tn anumite cazuri aceasta tehnici, alaturata
eventual cu modificarea punctului de observaie, poate conduce la scoaterea n
evidenta a unor diferente subtile in forma suprafatei, fiind mai usor de observat. De
asemenea, iluminarea poate adauga un anumit realism formelor 3D.

Specificarea punctului de vizualizare se face stabilind unghiul din care un
observator vede obiectul grafic. Pentru aceasta trebuie furnizate doua valori
unghiulare (ambele in grade): azimutul sau rotatia orizontala si elevatia verticala.

>> camight l|eft;
>> view (160, 10);
>> axi s equal ;

>> axis off;

Rezultatul poate fi observat in figura urmatoare, figura in care se poate
observa comparativ suprafata schitata cu gjutorul functiei mesh (in stnga) si aceessi
suprafata, rotita si iluminata, generate cu gjutorul functiel surf (in dreapta).

Figura2.18. Suprafara parametrica din exemplul 2.9

Efecte smilare de rotatie, trandatie si marire/micsorare (zoom) se pot obtine si
utilizand butoanele din bara de instrumente a ferestrei In care este reprezentata
imaginea.

File  Edit Wiew Insert Tools Debug Desktop  Window  Help T

NEgde hEAUDe« 2| 0Hs0 BnE =0

Figura2.19. Suprafara parametrica din exemplul 2.9
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2.2.3 Primitive grafice pentru suprafete

Asa cum pentru dreapta Tn plan exista primitiva line si pentru cele mai
cunoscute suprafete in spatiu (sfera, elipsoid si cilindru) exista o serie de primitive.
Sintaxa acestor comenzi este urmatoarea:

[X,Y, Z] = sphere(N) — genereaza trei matrici de dimensiune (N+1) x (N+1)
care reprezinta coordonatele unor puncte situate pe sfera unitate.

[X, Y, Z] = cylinder(R, N) — genereaza trei matrici de puncte care reprezinta
coordonatele unor puncte aflate pe o suprafata cilindrica bazata pe curba generatoare
din vectorul R. Acest vector contine razele suprafetei cilindrice in diverse puncte egal
distantate.

[X,Y, Z] = dlipsoid(XC, YC, ZC, XR, YR, ZR, N) — genereaza trei matrici de
dimensiune (N+1) x (N+1) care reprezinta coordonatele unor puncte Stuate pe
elipsoidul cu centrul in punctul de coordonate (XC, YC, ZC) si deraze (XR, YR, ZR).

Dupa generarea coordonatelor multimii de puncte de pe suprafate, pentru
reprezentarea grafica a suprafetelor generate cu gutorul primitivelor grafice se
folosesc functiile surf sau mesn.

Exemplul 2.10. Sa se schiteze curba de intersectie unei suprafete sferice de cu
una cilindrica de raza jumatate din raza sferei si care contine centrul sferei (curba lui
Viviani).

Solutie;

Comenzile MATLAB care reprezinta grafic aceasta intersectie sunt

urmatoarele:

[x1, y1, z1l] = sphere(1000);

mesh(2*x1, 2*yl, 2*zl1l, 'EdgeColor', [0.3 0.3 0.6]);
hol d on;

[x2, y2, z2] = cylinder([1 1 1], 1000);

mesh(x2, y2-1, 4*z2-2, 'EdgeColor', [0.3 0.6 0.3]);

Deoarece functia sphere genereaza o sfera unitate (de diametru 1), a fost
necesar s se inmulteasca cu 2 coodonatele punctelor de pe suprafaa pentru a obtine o
sfera de raza 2, centrata in origine.

De asemenea, coordonatele punctelor de pe suprafaa cilindrica au fost
deplasate (trandatate) pentru a include centrul sferei pe suprafaa, iar inaltimea
cilindrului afost marita pentru a se evidentia intersectia celor doua suprafete.
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Figura2.20. Intersectia unei suprafere sferice cu una cilindrica

2.24 Reprezentareain spatiu a curbelor date prin ecuatii parametrice

Comenzile plot si comet utilizate pentru reprezentarea curbelor in plan au un
echivalent atunci cand se discuta despre reprezentarea curbelor in spatiu: plot3 si
respectiv, comet3.

Exemplul 2.11. S se reprezinte grafic curba data prin urmatoarele ecuatii

parametrice:
X=acoswt
y=asnwt
z= bt
undea=2,b=01w=25i0£ t£12p.
Solutie:
Seinitializeaza valorile constantelor care dau amplitudineaa si rata de crestere b.
>> a = 2;
>> b = 0.1;
>> w = 2;

Seincarca un vector cu valorile parametrului.

>> t = linspace(0, 12*pi, 1000);
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Se calculeaza vaorile tripletelor (X, y, 2 care determini coordonatele punctelor
curbei, n functie de cele ale parametrului t.

>> X = a * cos(w?* t);
>y = a* sinlw* t);
>z =b * t;

Pentru aidentifica sensul miscarii se foloseste comanda:
>> comet 3(x, vy, 2);
Pentru a reprezenta punctele curbei se foloseste comanda:
>> plot3(x, vy, z);
Eventual, se adauga informatii suplimentare pentru axe i titlu:
>> x| abel (' axa Ox');
>> y| abel (' axa Oy');

>> z| abel (' axa Qz');
>> title('x=2 cos(t), y=2 sin(t), z=0.1t");

\Y

Curba data parametric, prin ecuatiile parametrice de mai sus, se numeste helix
si poate fi observata n figura urmatoare:

¥=2 cos(), y=2 sin(t), z=0.1t
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Figura2.21. Curba helix
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2.25 Reprezentareain spatiu a curbelor si suprafetelor date implicit

Lafel casi In cazul curbelor plane, in cazul curbelor si suprafetelor in spatiul
tridimensional se pot ivi situatii In care relaiile intre coordonatele punctelor de pe
curba sau suprafata sunt date implicit si nu explicit. Sistemul MATLAB pune la
dispozitie o serie de functii Ssmple numite EZ (easy) care permit schitarea unei curbe
sau a unel suprafete cu un minim de cerinte suplimentare. Aceste functii nu ofera
aceleasi performante ca functiile plot sau surf, Insa pot fi ectrem de utile atunci cand
se doreste doar o reprezentare grafica rapida si fara pretentii.

Functiile care pot fi utilizate n cazul reprezentarilor grafice in spatiul 3D sunt
prezentate Tn urmatorul tabel.

Functii Utilizare

ezcontour deseneaza curbele de nivel corespunzatoare unei functii reale de
doua variabile reale f(x, y) pe un domeniu specificat sau pe
domeniul implicit 2p < X,y < 2p

ezcontourf are acelasi efect ca ezcontour la care se adauga umplerea cu
culoare a spatiilor dintre curbele de nivel
ezmesh schiteaza o suprafata tridimensionala corespunzatoare unel

functii reale de doua variabile reale f(x, y) data implicit sau
parametric pe un domeniu specificat sau pe un domeniu implicit

ezmeshc schiteaza suprafata si curbele de nivel corespunzitoare
ezplot3 deseneaza 0 curba reprezentata parametric un domeniu
specificat sau pe un domeniu implicit a parametrului
ezsurf deseneaza o suprafata tridimensionala colorata, corespunzatoare

unei functii reale de doua variabile rede f(x, y) data implicit sau
parametric pe un domeniu specificat sau pe un domeniu implicit
ezsurfc deseneaza suprafata si curbele de nivel corespunzitoare

Tabelul 2.3 Functiile din categoria EZ

Functiile pot fi definite separat si apoi pot fi apelate cu gjutorul unui handler
sau pot fi specificate sub forma unui sir de caractere. De exemplu:

>> ezpl ot 3( @i n, @os,'t")
>> ezplot3('cos(t)', '"sin(t)', '"t")
Exemplul 2.12. Si se schiteze suprafata si curbele de contur in cazul
suprafetei data prin ecuatia implicita x* —y? = 0.

Solutie:
>> ezsurfc(' x"2-yr2")

61



LR
Lk
o

i
27
o,

: A
AR
Pt
(NI
(SR

Figura2.22. Reprezentarea unei suprafere si curbelor de contur corespunzitoare

2.2.6 Reprezentareain sistemele de coordonate sfericesi cilindrice
In cazul In care suprafetele si curbele din spatiul tridimensional sunt date in forma
explicite, dar in coordonate sferice (sau cilindrice), inainte de reprezentarea grafica

propriu-zisi se poate apela la ajutorul functilor de converse de la sistemul de
coordonate sferic (sau cilindric) la cel cartezian: sph2cart (pol2cart).

Exemplul 2.13. Sa se reprezinte grafic suprafata de ecuatie r = 2, in sistemul
de coordonate sferic, pentru domeniiledevaloriO£q £2p, -p/2E£f £p/ 2
Solutie:

Pasii ce trebuie urmati sunt descrisi n cele ce urmeaza:
1. segenereaza valorile pentruq si f.

>> teta = |linspace(0, 2*pi, 100);
2. segenereaza grila pentru variabilele de intrare

>> fi = linspace(-pi,pi,100);
3. secalculeazi valoarealui r

>> ro = 2
4. setrece lacoordonate carteziene

>> [X, Yy, z] = sph2cart(teta,fi,ro);

62



5. sereprezinta suprafata in sistemul de coordonate carteziene

>> surf(x, vy, z);

Bineinteles, la fel ca si In cazul bidimensional, exista si functiile de conversie
inversa care fac transformarea de la reprezentarea in coordonate carteziene la cele
sferice (sau cilindrice): cart2sph (pol2cart).

2.3 Altetipuri dereprezentari grafice

In aceasta sectiune vor fi exemplificate citeva functi MATLAB utilizate
pentru diverse reprezentari in plan, functii care se pot dovedi extrem de utile n
aplicatiile ingineresti: Acestea sunt prezentate in tabelul urmator.

Functii Utilizare
Bar, barh, functii utilizate pentru a reprezenta 2D sau 3D o vdorile
bar3, bar3h numerice sub forma unor coloane verticale respectiv, orizontale
hist utilizata pentru generarea si reprezentarea sub forma de coloane
a histogramei unui tablou de numere, in functie de distributia
acestora intr-un numar intervale implicite sau definite de
utilizator
rose echivalenta functiei hist in sisteme de coordonate polare
area utilizata pentru a trasa un grafic si a umple suprafata dintre
acesta si axa orizontala, Ox
Pie, pie3 utilizata pentru o reprezentare sub forma unui disc (placinta)
2D, respectiv 3D in care fiecare valoare este exprimata prin
raportarea la suma tuturor valorilor
Stem, stem3  functii utilizate pentru reprezentarea secventelor discrete de date
stairs afiseaza 0 secventa discreta de date sub forma de trepte
compass afiseaza in vectori plecand din origine
feather afiseaza vectorii plecand din puncte de pe axa orizontala
quiver, quiver3 afiseaza vectori 2D, repectiv 3D
contour, afiseaza curbele de contur (izolinii) 2D, respective 3D
contour3

Tabelul 2.4 Altetipuri de reprezentari grafice

Exemplul 2.14. Sa se reprezinte grafic notele obtinute de o grupa de 20
studenti la examenele suginute in anul Il la disciplina Matematica si distributia
acestora. Se considera urmatoarele note: 2,4, 7, 2,8, 3,10,3,8,2, 3,1,6,7,6,5, 7,

1,7,7.
Solutie:

Comenzile MATLAB sunt urmitoarele;

>>
>>
>>
>>
>>

a=1[247,2,8,3,10,3,8,2,3,1,6,7,6,5,7,7,7,7];
subplot(3,1,1);

bar (a);

subpl ot (3,1, 2);

hi st (a);
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>> subpl ot (3,1, 3);
>> area(hist(a));

Graficele rezultate sunt reprezentate in figura urmitoare:

D1 2 3 4 a G 7 g 9 10
Figura2.23. Reprezentarea grafica a notelor si a distriburiilor acestora

Daca se doreste si 0 reprezentare procentuala a distributiei notelor, se pot
folos functiile pie sau pie3:

>> pie3(hist(a), [L0000O0O0O0O0DO0]);

10%

4%

4%

30%
15%

10%
a% 5% ’

Figura2.24. Reprezentarea procentuala a distribugiilor acestora

Vectorul binar furnizat drept al doilea argument a functiei pie3 este folosit
pentru a scoate n evidenta o anumita felie a graficului, in cazul de faa cea
corespunzatoare notei 1. De asemenea, trebuie observant ci se afiseaza doar
procentele nenule, adica nu se reprezinta nicio felie corespunzatoare notei 9, nota care
nu a fost obtinuta de niciunul din studenti.

O reprezentare grafica sSimilara celei obtinute cu functia bar se poate obtine cu
gjutorul functiei stem. De data aceasta dreptunghiurile vor fi inlocuite cu segmente,
corespunzatoare fiecarel valori discrete. Fiecare punct poate fi marcat cu o forma
stahilita de utilizator, conform specificatiilor de formatare din tabelul 2.1.



Reprezentari grafice foarte interesante si utile pot fi obtinute cu autorul

functiei stem3.

>>t = |inspace(0,5,100);

>> plot3(sint(t), cost(t), t, "r');
>> hold on;

>> stenB(sint(t), cos(t), t, 'd)

-1 -1
Figura2.25. Reprezentarea unor puncte discrete de pe curba helix

Pentru reprezentarea grafica a pozitiei si vitezei unor obiecte, n probleme de
mecanica si nu numai, extrem de utile se pot dovedi functiile pentru desenarea
vectorilor: compass, feather, quiver, quiver3.

Exemplul 2.15. Un corp se deplaseazi dupa o traiectorie data de urmatoarea

ecuatie:

r)=vt+at?/2

Sa se reprezinte vectorul viteza Tn 10 puncte de pe traiectorie, in primele 2 secunde de
la lansare, stiind componentele acceleratiel ax = 0 M/'s, a, = 0 M/, @, = —32 M/S” si
vitezele initiale vox= 2 mM/s, oy = 3 Vs, Vo, = 10 n/'s.

Solutie;

Secventa de comenzi MATLAB care rezolva aceasta problema este urmatoarea

>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>

t = linspace(0,1,10);
az = -32; ax = 0; ay = 0;
vOx = 2; vOy = 3; v0z = 10;

rx = vOx.*t+1/2*ax*t."2;
ry = vOy. *t+1/2*ay*t . 2;
rz = v0z.*t+1/2*az*t."2;
vx = gradient(rx);
vy = gradient(ry);
vz = gradient(rz);
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>> plot3(rx, ry, rz, 'r', 'LineWdth' K6 2);
>> hol d on;

>> scale = 0;

>> quiver3(rx,ry,rz,vx, vy, vz, scal e)

>> grid on;

>> view([ 70 18])

Reprezentarea grafica poate fi observata in figura urmatoare. Linia rosie repreyintap
traiectoria iar sigetile reprezinta vectorul viteza in cele 10 puncte de pe traiectorie.
Daca se doreste si valoarea vitezei, aceasta Sse gaseste stocata, pe componente, n
elementele vectorilor vx, vy sivz.

Figura 2.26. Reprezentarea traiectoriei si a vitezei in 10 puncte

2.4 Utilizarea instrumentelor de desenar e pentru editarea
graficelor

Sistemul MATLAB permite formatarea graficelor pentru o ma  bum
comprehensibilitate, permite configurarea scarii de-a lungul axelor si includerea de
marcaje pe acestea, utilizarea culorilor si a diferitelor tipuri de linii pentru a distinge
Cu usurinta anumite obiecte grafice.

Graficele obtinute pot fi editate interactiv, atét in ceea ce priveste modul de
prezentare prin adaugarea de adnotari, titlu, comentarii, legende pentru un grafic deja
construit cat si In ceea ce priveste adaugarea de alte reprezentari grafice Tn aceessi
fereastra, folosind utilitarul numit Plot Tools. Acest utilitar permite, de asemenea,
controlarea multor aspecte ale reprezentarilor grafice prin adaugarea de noi zone
grafice, vizudizarea grafica a variabilelor din spatiul de lucru, identificarea
coordonatelor diferitelor puncte de pe grafice, mirirea sau micsorarea imaginii etc.
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Tn MATLAB exista doua modalititi prin care pot fi editate graficele:

utilizand mouse-ul pentru a selecta si edita interactiv obiectele grafice create; in
aceasta abordare se selecteaza obiectele grafice (curbe, suprafete, axe, texte,
legenda etc.) care se doresc a fi editate si se efectueaza dublu-clic pentru a activa
editorul de proprietiti sau se efectueaza clic-dreapta asupra obiectelor grafice
dupa ce afost pornit utilitarul Plot Tools.

utilizdnd functile MATLAB in linie de comanda sau intr-un fisier script
(M-file); daca se prefera lucrul in linie de comanda sau cu fisiere script, aceasta
abordare presupune utilizarea sistemului de manipulare a obiectelor grafice oferit
de MATLAB (MATLAB Handle Graphics). Acest sistem se bazeaza pe valoarea
intoarsa de majoritatea functiilor grafice. Aceasta valoare reprezinta un ,,maner”
(handler) al obiectele grafice si poate fi utilizat Tmpreuna cu comenzile set si get
pentru a modifica proprietatile acestora.

Utilitarul Plot Tools poate fi accesat apasand butonul marcat cu rosu in

interfata grafica utilizator prezentata in figura urmatoare sau efectuand un dublu-clic
asupra unui obiect grafic reprezentat in fereastra.

B Figures - Figure 1 [ = | @ |[e=3m]
File  Edit  MWiew Insert Tools Debug Desktop Window Help A
N dS|[BARXOD : oEDEDE =0
Figure @, W [ A X u aE B g, MO 2 X
| B Mew Subplats <3 [¥] Axes (no title)
: _ | =
P ariables 30 =
_J —_
w Annotations 25+ 1 7 —
\\ Line 2':' | i : : :
\Arruw =l = n o
15} ] -
\‘Duuhle Ao ¥ — -
% Tewxt Drrow 10} T
T Text Box sl |
DRectangle a
) Ellipse 8 -20 20 &dd Data...
[ | [ |
Broperty Editar - Figure O 7 X
Figure Mame: || | Show Figure Mumber | dare Praperties... |
Colarmap: [ OB N -t - | Export Setup... |
Figure Colar: |@|,|

Figura2.27. Utilitarul Plot Tools

67




2.5 Manipularea obiectelor graficein MATLAB

Obiectele grafice reprezinta elementele de baza utilizate pentru a reprezenta

grafice de functii si elemente de interfata utilizator. Lista obiectelor grafice include,

printre atele:
Obiect Descriere
root radacinaierarhiel, corespunzatoare ecranului calculatorului
figure fereastra utilizata pentru reprezentarea graficelor i
componentelor interfetel utilizator
axes axele pentru reprezentarea grafica in cadrul unei figuri; cadrul
care contine reprezentarea grafica
uicontrol componenta a interfetel utilizator care raspunde la actiunea
acestuia
uimenu meniul definit de utilizator in interfata grafica

uicontextmenu

image
light

line

patch
rectangle

surface

text

meniu contextual pop-up care apare la apasarea butonului
dreapta a mouse-ului

imagine bidimensionala bazata pe un tablou de pixeli

sursa de lumina care afecteaza modul de colorare a unor
obiecte grafice

obiect grafic liniar utilizat pentru reprezentari grafice de catre
functii cum sunt plot, plot3 etc.

poligon 2D cu muchiile si interiorul colorate

forma bidimensionala care poate reprezenta un dreptunghi, un
dreptunghi cu colturile rotunjite sau o elipsi

reprezentare tridimensionala a unei matrici de date create prin
interpretarea valorilor datelor ca fiind inaltimea deasupra
planului Oxy

sir de caractere

Tabelul 2.5 Obiecte grafice

Aceste obiecte grafice sunt organizate ntr-o ierarhie reprezentata in diagrama

urmatoare:
Root
Figura
I
| | |
Obiecte interfata Ao aseormeo
utilizator Axe ~ adnotar

Ob}ecte pentru Obiecte de grup Obiecte pephu
desenare =0 adnotari

Figura2.28. lerarhia obiectelor grafice in MATLAB
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Fiecare obiect grafic are asociata o functie primitiva (low-level) care creeaza
obiectul. Aceste functii au aceleasi nume cu obiectele pe care le creeaza. Functiile de
nivel inalt, cum ar fi plot, apeleaza la functiile primitive corespunzitoare pentru a
desena graficele respective.

Lista functiilor care pot fi utilizate in lucrul cu obiectele grafice include:

Functie Utilizare

allchild  gaseste toate obiectele copil ale unui anumit obiect grafic
ancestor  gaseste parintele unui anumit obiect grafic

copyobj  copiaza un obiect grafic

delete  sterge un obiect grafic

findall  gaseste toate obiectele grafice

findobj  gaseste obiectele avand o anumita proprietate

gca returneaza handler-ul axelor curente

gcf returneaza handler-ul figurii curente
gco returneaza handler-ul axelor curente
get returneaza valorile anumitor proprietati ale obiectului grafic

set stabileste valorile anumitor proprietati ale obiectului grafic
Tabelul 2.6 Functii pentru obiectele grafice

Exemplul 2.16. Sa se gaseasca toate dreptunghiurile.
Solutie;
>> h = findobj (' Type','rectangle');

Exemplul 2.17. Sa se gaseasca toate liniile punctate de culoare rosie.
Solutie:
>> h = findobj (' Type','line',..
"Color',"'r'","LineStyle',":");

Toate obiectele grafice au anumite proprietati cu valori implicite. Totusi, in
cazul In care se doreste ca un anumit obiect grafic sa poata fi utilizat in aplicatiile
MATLAB sau in cazul in care se doreste modificarea anumitor proprietati ae sale se
poate utiliza valoarea intoarsi de functiilor grafice. Stabilirea valorilor anumitor
proprietati ale obiectelor grafice se poate face fie la crearea acestora, fie ulterior,
apeléand la functia set.

Ori de céte ori MATLAB creeaza un obiect grafic, pe langa stabilirea
proprietatilor implicite sau a celor definite de utilizator, 1i atribuie acestuia un
identificator (handler - ,maner”). Aceasta valoare poate fi utilizata pentru a configura
ulterior obiectul grafic sau pentru a obtine valorile anumitor proprietati in scopul
modificarii aspectului unei reprezentari grafice sau pentru a crea utilitare
personalizate pentru desenare sau manipulare directa a obiectelor grafice.

Exemplul 2.18. Sa se modifice culoareasi transparenta muchiilor reprezentarii
grafice din exemplul 2.9 (suprafata conica).
Solutie:
>> hndl = nmesh(x,y, z);
>> set(hndl, 'EdgeColor', [0.6 0.6 0.6],...
' EdgeAl pha', 0.5);
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Pentru construirea unel interfete grafice se pot utiliza comenzile care
genereazi obiecte grafice de tip uicontrol:

>> buton = uicontrol ('Style', 'pushbutton',
"Position', [50 50 200 100],
"String', "Ajutor');

sau se poate apela la un instrument specializat de proiectare a unei interfee grafice,
GUI Designe Environment sau GUIDE (utilizand comanda guide in fereastra de
comenzi MATLAB) care smplifica crearea de interfete utilizator (fig. 2.29).

Dupa crearea si includerea componentel in fereastra se defineste functia de
raspuns a acestuia, cea care se executa atunci cand utilizatorul actioneaza asupra
componentei grafice. Acest lucru se poate face stabilind inca de la crearea sa valoarea
pentru proprietatea 'Callback’ sau apeland la functia set:

>> set (buton, 'Callback', '"help');

Astfel, ori de céte ori este actionatda componenta grafica, se va afisa in fereastra de
comenzi rezultatul comenzii help.

Daca se doreste efectuarea unei alte actiuni se va defini functia respectiva si se
va apela transmitand numele el pentru functia de raspuns 'Callback’.

7] untitled.fig =B~

File  Edit  Miew Lawout Tools Help

N H |« B9 & EEhdg =% | P
plot{rand(5) - Update

@ axes|

Tag: figurel  Current Point: [124, 176] Position: [644, 454, 313, 219]
Figura2.29. Utilitarul GUIDE

Pentru mai multe detalii privind crearea interfetelor grafice se pot consulta
paginile de manual pentru functiile uicontrol, uimenu, uicontextmenu si guide.
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2.6 Exercitii propuse sprerezolvare

Exercitiul 2.1. Sa se reprezinte grafic, pe intervalul [-10, 10], ca& mai neted
posibil, functia patratica:
y=x+ 3x+ 2.

Exercitiul 2.2. Sa se reprezinte grafic, pe intervalul [-5, 5], cd mai neted
posibil, functia:

y=1/1+eX).

Exercitiul 2.3. Sa se reprezinte pe acelasi grafic functiile y = sin 2x si
y = cos X, peintervalul [0, 4p].

Exercitiul 2.4. Si se reprezinte grafic, pentru valori ale parametrului n
intervalul [0, 2p], curba definita de urmatoarele ecuatii parametrice:
X= 2 cos 2t
y=3sn3t

Exercitiul 2.5. Sa se reprezinte grafic, mai inté in coordonate polaresi apoi in
coordonate carteziene, functiar = 1+ 2 cosq/ 2.

Exercitiul 2.6. Sa se reprezinte grafic, pe intervalul [—4, 4] curba data prin
ecuatia ,
16 y* = X (8 —X).
Exercitiul 2.7. Sa se schiteze suprafata de ecuatie
y=1
pe domeniul
D={(xy) / -2E£X£ 2, -1£y£1}.

Exercitiul 2.8. Sa se schiteze suprafata de ecuatie
2= f(xy)= 1- X -y

D={(x,y)/-3EX, V£ 3}.

pe domeniul

Exercitiul 2.9. Sa se schiteze suprafata data prin ecuatiile parametrice:
x=4dgnf rcosq
y=gnf snq
z= cosf
incareO£f £p, OEQE 2p.

Exercitiul 2.10. Sa se reprezinte suprafata data prin ecuatiile parametrice:
Xx=(r+ cosu/2sinv—sinu/2sn 2v) cosu
y=(r+cosu/2snv—-snu/2sin2v)snu
z=snu/2snv+ cosu/2sn2v

incarer=1si0£ u,vVE 2p.
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Exercitiul 2.11. Sa se reprezinte grafic curba data prin ecuatiile parametrice:
cost

\/1+a2t2
sint

\/1+312t2

-at

V1+a?t?

incarea=1si —12p £t £ 12p.

Exercitiul 2.12. S se reprezinte grafic suprafata de ecuatie:
r=q/2,
n sistemul de coordonate sferic, pentru domeniiledevaoriO£q £4p, O£f £p/ 2

Exercitiul 2.13. Sa se reprezinte grafic suprafatele din exemplul 2.12 si

exercitiul 2.12 In cazul in care se utilizeaza sistemul de coordonate cilindric, iar r este
nlocuit cu coordonata z
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Capitolul 3
Modele statistice

Tn Intelegerea completa a realititii este de multe ori necesar si cunoastem, si
intelegem si s stapanim legaturile existente intre doua sau ma multe fenomene,
cuantificate prin variabile. Spre exemplu, in vederea aplicirii unel strategii corecte de
marketing, este necesar si cunoastem daca exista o corelatie intre profitul unei
intreprinderi si cheltuielile cu publicitatea si in ce fel se manifesta. De asemenes,
pentru controlul investitiilor este necesar si cunoastem in ce fel evolueaza profitul pe
0 perioada imediat urmatoare de timp. Asta presupune de fapt i putem construi si
mal apoi utiliza pentru prognozi, asa numitele modele statistice sau modele de
regresie, acestea fiind modele care descriu corelaria existenta intre doua variabile
oarecare si in caz particular, intre o variabila si timp. De cele mai multe ori,
fundamentarea acestor modele are la bazi un volum mare de date si aici Tsi dovedesc
utilitatea pachetele de programe concepute pentru a asista calculele de prognoz.

Tn modelarea prin regresie pornim de la urmitoarea situatie: fiind date doua
variabile X si Y, studiate intr-o populatie A, se pune problema daci intre cele doua
variabile, respectiv intre fenomenele descrise de acestea, exista 0 anumita dependenta
numita si corelatie. O prima concluzie se poate obtine reprezentand grafic intr-un
sstem de coordonate XY, cele doua siruri de date observate la nivelul populaiel
pentru cele doua variabile (corelograma). Daca punctele graficului se imprastie pe
toata suprafata fara a urma o anumita regula, atunci vom spune ca cele doua variabile
nu sunt corelate. Daca in schimb punctele descriu 0 anumita curba, numita si curba
empirica de regresie, atunci vom spune ca exista corelatie si ea este cu atat mai
intensa, cu ca domeniul pe care se intind punctele este mai ingust. Mai mult, daca
punctele se aseaza pe 0 curba care poate fi aproximata de o curba clasica (dreapta,
parabola, exponentiala, etc.) atunci vom spune ci legatura dintre cele doua variabile
este una liniara sau parabolica sau exponentiala, etc. si vom folos ecuatia acelei curbe
clasice pentru prognoza.

O fundamentare riguroasa a existentei unei corelatii si mai apoi a modelului
care descrie corelatia, numit si model de regresie, se poate face pe baza calculului si
interpretarii unor indicatori statistici. Se vor parcurge céteva etape, precum:
verificarea existentei unei corelatii, stabilirea formei matematice a modelului, in urma
analizei curbel empirice de regresie, determinarea parametrilor care intervin in
ecuatia modelului si utilizarea modelului pentru calcule de prognozi. Exista si
parametri care masoara corelatia (gradul de asociere) intre doua variabile calitative,
parametri bazati pe frecventele de aparitie ale valorilor variabilelor si nu pe valori.
Odata stahilita existenta corelatiei ntre variabile, se poate trece la stabilirea modelului
de regresie care descrie corelaia. Un caz particular este acela cand cuplul X, Y este
Tnlocuit de cuplul t, Z, in caret reprezinta timpul si Z reprezinta o variabila urmarita in
timp. Un model cronologic, este de fapt un model de regresie in care se studiaza
dependenta unui fenomen de timp sau mai bine zis, evolutia sa in timp. Tn calcule,
variabila timp t ia valorile implicite 1, 2, 3, ... iar prognoza pe baza unui astfel de
model presupune de fapt previziunea fenomenului pe o pericadd urmatoare de timp,
care nu aavut inca loc. Desigur, atét in cazul unui model de regresie oarecare, cét si in
cazul unui model cronologic, prognoza pe baza modelului este cu atét mai veridica, cu
cat modelul este mai bine ales si se potriveasca datelor si cu cét orizontul de
previziune este mai mic. Spre exemplu, dacia ne hazardam sa previzionam un fenomen
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pe o perioada foarte indepartata de timp, fata de perioada din care s-au cules datele pe
care se bazeaza modelul, atunci riscam ca eroarea de previziune i fie foarte mare.

Tn cele ce urmeaza vom vedea pe parcursul a patru paragrafe, atét elementele
teoretice pentru fundamentarea unui model de regresie, cét si suportul computational
asigurat de pachetele specializate din MATLAB 6.5., 0 mare parte din fundamentarea
teoretica si aplicatiile prezentate aici fiind preluate din lucrarile [5] si [6]. Ultimele
trei paragrafe ale acestui capitol se finalizeazi cu céte o temi propusi pentru
laborator. De asemenea, pe parcursul capitolului sunt prezentate sase probleme reale,
care sunt apelate cu aceessi notatie in tot capitolul, fie ca justificari ale unor modele,
fie cabaza pentru aplicatiile expuse, respectiv pentru temele propuse pentru laborator.

3.1. Problemaregresiei

Modelele de regresie fac parte din categoria modelelor stochastice (statistice),
in care toti factorii explicativi ai unui fenomen, care nu isi gasesc locul direct in
model, apar cumulati sub forma unei variabile aleatoare numita eroare. O variabila Y
(parametrul de iesire) care cuantifica fenomenul sudiat poate fi explicata prin
regresia pe unul sau mai multi factori explicativi (parametrii de intrare). Toti factorii
explicativi care nu sunt suficient de relevanti pentru Y, intrd in model sub forma
cumulativa a erorii.

Tn cazul cand factorii explicativi relevanti se rezuma la un singur factor X,
aveam de-a face cu modelul de regresie simpla, de forma,

Y = f(X)+e, (3.1)

unde e reprezinta eroarea din model, componenta care inglobeaza toti ceilalti factori
de care depinde y, in afara lui x, iar f este functia care descrie legatura dintre
variabile, numita si funcrie deregresie.

Daca avem doi sau mai multi factori explicativi (predictivi), X,, X,,..., X

atunci regresia se numeste multipla si modelul corespunzator va fi

p?

Y = £(Xy, X5 X, )+ (3.2)

Problema regresiel pleaca de la existenta unui set de date privind doua sau
mal multe variabile aleatoare, scopul modelarii fiind descrierea relatiei dintre ele,
adica determinarea functiei f, n vederea prognozarii valorilor variabilei dependente
n raport cu valorile variabilelor explicative. Aceasta problema se pune doar atunci
cand intre variabile exista o legatura reala, bazata pe natura fenomenelor care stau la
baza lor. Altfel, este posibil ca formal, datele numerice si para corelate (spre exemplu,
cresc pe aceessi perioada de timp), fara ca fenomenele pe care le cuantifici sa fie
corelate. Tntr-un astfel de caz, studiul regresiei ar fi lipsit de sens. Tn cazul in care,
functia de regrese este  parametrica, adici este de forma,
f(Xl,XZ,...,Xp,ai,az,...,as), atunci determinarea functiei revine la determinarea

parametrilor, a;,a,,...,a,. Conditia naturala care apare este ca abaterile valorilor

rezultate din model fata de valorile empirice, rezultate prin observare, si fie minime.
Cel mai cunoscut criteriu care permite satisfacerea unei astfel de conditii este criteriul
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celor mai mici patrate, care consta in minimizarea sumel patratelor acelor abateri.
Astfel, parametrii optimi vor fi aceia pentru care, modelul satisface conditia,

n
a e? =min, n-numarul dedate, (3.3)
i=1
conditie ce revine la

05

F(a,a,,..a) = én e2=4 (v - f(x.%, e Xy a,a,,...a,)f =min. (3.4)

i=1 i=1
Mai departe, problema de minim revine la conditiile:

TP 8a3) g o1, (35)
Ta, ' |

Intr-un model de regresie simpla, pentru o valoare observati x a lui X, avem doua

tipuri de date corespunzitoare Iui Y: un y, observat si un y; = f(x,) = y(x), calculat
pe baza modelului. Determinarea functiei de regresie consta in acest caz in etapele :
-alegerea unei clase de functii, care aproximeaza cel ma bine realitatea datelor
reprezentata grafic prin norul statistic (corelogramaintre x si y) ; de exemplu dreapta,
parabola, exponentiala, etc
-determinarea curbel de regresie (a parametrilor el) ca fiind aceea curki din clasa
stabilita care satisface criteriul celor mai mici patrate.

in cazul regresiei smple, criteriul celor mai mici patrate (suma patratelor
abaterilor valorilor observate fata de valorile rezultate din model este minimi) se scrie
deforma:

N N

a ef = a [yi - f(x )] =min. (3.6)

i=1 i=1

Cele mai simple modele de regresie sunt cele liniare, adica cele in care f
depinde liniar de variabilele predictive. O mare parte dintre dependentele reale sunt de
tip liniar sau pot fi reduse la modelul liniar motiv pentru care studierea unui asfel de
model ocupa un loc important in modelarea matematica.

3.2. Modelul deregresieliniara simpla

3.2.1. Definirea modelului liniar smplu

Vom considera in cele ce urmeaza, cazul unui model de regresie liniara
simpla, plecand de la presupunerea ca forma corelogramel intre Y si X (0 singura
variabila factor) aindicat dreapta ca cea mai potrivita curba de regresie.

Modelul de regresie liniara smpla este de forma

Y=a+bX +e, (3.7)
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unde a si b se numesc parametrii dreptei de regresie (a—termenul liber sau intersectia
dreptei cu axa OY si b—panta dreptel) X se numeste predictor sau variabila
explicativa, Y, variabila raspuns sau efect iar e, eroare sau reziduu.

Problema regresiei liniare simple: Se considera un set bidimensional de date

X, Y,,i =1,n, reprezentand valori observate ale celor doua variabile, X si Y. n
vederea prognozarii valorilor lui Y corespunzatoare unor valori noi ae lui X (atele

decét cele n observate), se pune problema determinarii parametrilor de regresie asi b,
n asafel, incat dintre toate dreptele posibile, dreapta de ecuaie,

g="f(x)=a+bx, (3.9)

sa descrie cel mai bine legatura dintre variabile si fata de care punctele de coordonate
X, Y0 =1n, si se apropie cel mai mult. Deoarece in realitate, mai exista si alti
factori predictivi pentru Y, pe langa X, dependenta directa dintre X si Y nu este una
matematica, pur functionala, ci una statistica (stochastica) de forma,

y(x)=a+bx+e. (3.9)

Aparitia erorii e este evidentiata de acest aspect, eroarea ingloband practic efectul
celorldti factori de influenta asupra lui Y, diferiti de X, plecandu-se de fapt de la
premisa ca influenta acestora si prin urmare si eroarea este neglijabila. Din punct de
vedere tehnic, aparitia componentei e, in model, este motivata si de faptul ca unel
singure vaori a lui X, ii corespunde nu o singura valoare a lui Y (ca in cazul unel
legaturi functionale) ci o serie de valori ale lui Y. Spre exemplu, pentru un venit de
2500 le, la nivelul unel populatii se inregistreaza mai multe valori ale cheltuielilor.
Totusi, unei singure valori alui X, ii corespunde, in mod unic, o singura valoare medie
alui Y (media seriei de valori ae lui Y corespunzatoare valorii fixate pentru X, adica
media conditionata a lui Y, de catre valoarea fixata a lui X). Prin urmare, legatura
directa, matematica, se poate stabili intre X si media lui Y, deci avem

y: f(x):y(X):a+bX. (3-10)

Cum, In general, valoarea unei variabile difera de medie cu o anumiti eroare,
neglijabila cand media este reprezentativa, vom avea

y(x)=y(x) +e. (3.11)
Prin urmare, vom face referire lamodelul liniar prin una din urmatoarele forme
§=1(x)=y(x)=a+bx, (3.12)
y(x)=a+bx+e. (3.13)
Determinarea si utilizarea modelului pentru previziuni presupune urnitoarele
tehnici de regresie liniara simpla: identifcarea modelului, estimarea parametrilor

modelului  prin metoda celor ma mici patrate-gjustarea  modelului, validarea
modelului si Th cele din urma utilizarea lui pentru calcule de prognoza.
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3.2.2. Verificarea existentel unei corelatii si identificarea modelului

Un rol important in identificarea unel corelaii si a formel e 1l joaca asa
numitul coeficient de corelatie liniara, precum si raportul de corelatie (determinare).

Coeficientul de corelasie liniara: Pentru a analiza daci intre variabilele
cantitative X si Y exista o legatura (de tip liniar) se calculeaza coeficientul de
corelarie liniard, dat de formula:

= V)¢ [ ), (3.14)
S8,
J
a Xi ><yi
unde cov(x,y) =M (x:y)- M(X)>M(y) cu M(x><y):i=1T s numeste

covarianza. Aici, X,V =1,N sunt valorile celor doui variabile, observate pe
populatia de volum N, iar M( ) si s reprezinta media si abaterea medie patratica. In
cazul cand cele doua variabile sunt independente, covarianta este nula.

Interpretarea coeficientului de corelarie liniara: Vaorile coeficientului  de
corelatie sunt n intervalul [ 11]. Daca r = 0, intre cele doua variabile nu exista

corelatie. Daca r = 1, corelatia intre cele doua variabile este maxima si directa. Daca
r =-1, corelatia intre cele doua variabile este maxima si inversa. Cu cé avem o
valoare mai apropiata de 1 sau -1 cu atét corelatia e mai puternica (directa pentru
valori pozitive si inversa pentru valori negative), cu cat avem o valoare apropiata de O
corelatia este mai dlaba.

Raportul de corelarie: Pentru fundamentarea raportului de corelaie, R, se
porneste de la urmatoarea relatie numita regula de adunare a variantelor :

Variaria totala = variagia explicata prin regresie + variaria reziduala,
. . & —12
unde variatia totalda este exprimata de suma totala de patrate, S, =g [yi - y] :
i=1

N
variatia reziduala este exprimata de suma reziduurilor patratice, Sy :éez iar

i=1
variagtia explicata este exprimata de diferenta intre cele doui sume,

T
S.=S -S.=8 [yi - y]2 - 4 e?. Raportul de corelasie in care variatia Iui y se
i=1 i=1

exprima prin regresia pe x este dat de

R? = (3.15)

Interpretare : Daca acest raport este peste 0,5 atunci modelul de regresie se considera
potrivit la date, o valoare egala cu 1 indicand potrivire maxima, iar una egala cu 0,
nepotrivire a modelului la date. Un model de regresie adecvat datelor este caracterizat

de S, mare, S,mic, R* mare (apropiat de 1).
Tn ce priveste identificarea modelului, se justifici alegerea unui model liniar
(identificarea modelului) prin :
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- caculul coeficientului de corelasie liniara pe baza datelor, xi,yi,i=]71 si

compararea valorii sale absolute cu 1 (pentru ca modelul liniar si fie potrivit datelor,
coeficientul de corelatie liniara trebuie sa aiba o valoare absoluta cat mai apropiata
del);

- reprezentarea punctelor de coordonate X, Y, ,i =1,n - corelograma asociata datelor

si interpretarea el (intr-un sistem ortogonal de axe-alura liniei poligonale oktinute prin
unirea cu segmente a punctelor, trebuie si fie cat mai apropiata de cea a unel drepte).

3.23. Ajustarea modelului prin determinarea unor estimatori ai
parametrilor sai

Forma modelului este

Y=a+bX +e, (3.16)
iar pentru x,,y,,i =1,n, devine,
y, —a+bx +e,i=1n. (3.17)

Se pune problema estimarii parametrilor a si b, astfel incat dreapta
determinatd de acestia su minimizeze suma patratelor reziduurilor, e;, (abaterile
valorilor reale y., fata de vaorile rezultate din model, y. =a+bx )-criteriul celor
mai mici patrate. Criteriul celor mai mici patrate particularizat pe cazul modelului
liniar smplu consta in faptul ca dintre toate dreptele posibile o vom alege pe aceea,
specificata printr-un anumit a si b, fata de care suma patratelor abaterilor punctelor
care descriu datele este minima. Un astfel de criteriu minimizeaza de fapt, global,
diferenta, y- f(x), unde f(x)=a+bx. Prinurmare, din conditia,

y ,_ 48 L
ae’=aly-a-bx] =min (3.18)

i=1 i=1

ilustrata si i graficul de mai jos,

¥
1|
] =

Figura 3.1. Corelograma si dreapta de regresie
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rezulta estimatorii de cele mai mici patrate ai parametrilor de regresie (valorile reale
pentru a si b, nu pot fi determinate exact deoarece, dispunem doar de esantionul de

observatii, x,y,,i =1n),

(3.19)

Pe langa aceste estimari punctuale este necesar i cunoastem si inferensele
asupra acestor parametrii, mai precis intervalele de incredere corespunzatoare. Un
cadru bun pentru astfel de estimari presupune céteva conditii asupra modelului,
numite si ipotezele Gauss-Markov.

3.2.4. Ipotezele fundamentale-Gauss-Markov. Validarea si estimarea
modelului

Vom prezenta in acest capitol modelul liniar simplu clasic cu erori normale,
independente si identic distribuite, de medie zero, rezultat n urma aplicarii
urmatoarelor conditii, numite si ipotezele fundamentale-Gauss-Markov :

- normalitatea erorilor :e, T N," i=1,n ;
- independenta erorilor : cov(ei,ej):o," Lj=1Lnit j;
- erori identic distribuite (model homoscedastic) : M (g,)=0,V(g,)=s 2," i =1,n.

Altfel spus, reziduurile trebuie si ailba comportamentul ,,zgomotului gaussian
ab’. Toate aceste ipoteze pot fi verificate printr-o serie de teste statistice, care
presupun validarea modelului. Orice abatere de la aceste ipoteze duce la alte tipuri de
modele liniare, decét cel clasic. O metoda de verificare este si cea prin care se
proiecteaza reziduurile si se analizeaza daca graficul este cel al unui zgomot alb-
oscilagii Tn jurul lui O.

Tn problema stabilirii modelului de regresie intre variabilele X si Y, apare
aspectul privind extinderea informatiilor de la nivelul esantionului pe care se
presupune ca avem datele pentru X si Y, la nivelul populatiei. Astfel, toate rezultatele
obtinute (valorile parametrilor de regrese a si b, vaorile indicatorilor calitatii
regresigl, r, R, ¢?) se consideri doar niste estimatori pentru adeviratele valori
valabile pe intreaga populatie. Tn ipotezele Gauss-Markov, se pot redliza inferente
asupra parametrilor modelului, atét prin determinarea intervalelor de incredere, cét si
prin teste de ipoteza asupra modelului. De asemenea se pot face teste de validare
asupra modelului, testand existenta corelatiel la nivelul intregii populatii, precum si
potrivirea modelului liniar la date.

Intervale de incredere de tip 1- a , pentru coeficienyii de regresiesunt de
forma

B ~ 0
Péb- s,)tn_u_i <b<b+st z=1-a, (3.20)
T2

a
n-21-— /
2 g

79



& A 0
Péa- st , <a<a+st _zI=1-a, (3.22)
n- 2,1—3 n- 2,1—5 Q

undet _ estecuantiladeordin1- % , pentru o variabila de tip Student cu n-2
n-21-—
2

grade de libertate, iar

2 _ SZ Sz:S_Z ié:_lXiZ Szzig zzig( _é-BX)Z
TR A T A

=

i=1
A (3.22)
Teste T de semnificarie a parametrilor modelului : In cazul parametrului b,

valoarea corespunzitoare esantionului este valoarea b. Pentru aceasta valoare se
poate vedea daca e diferita de 0, adica daca dependenta lui Y de X exista (daca ar fi O
atunci y=0x+b=b, deci Y nu ar depinde de X). Se pune problema daca aceasta
concluzie, se poate extinde si la nivelul populatiei, adica pentru b. Vom testa atunci
ipotezanula H,:b =0, plecand de laredlitatea ci pe esantion, Situatia e urmatoarea :
m? 0. Pentru a testa ipoteza se aplica un test de tip T (bazat pe legea Student).
Decizia, adica acceptarea sau respingerea ipotezel se va lua cu un risc (prag de
semnificatie) a , pe care il alegem mai mic decat 0,05. Pentru parametrul a se
procedeaza la fel ca s mai sus doar ca semnificatia ipotezei H,:a =0, se refera la
existenta termenului liber.

Testul F de semnificariearegresiei: Modelul  propus este  semnificativ

(potrivit) pentru datele esantionului daca valoarea lui R (raportul de corelatie) este
cat ma aproape de 1 si mai departe de 0. Pentru a vedea daca acest rezultat se
pastreaza si pe intreaga populatie, se face un test de tip F, bazat pe legea Fisher,
pentru un prag de semnificatie a , pe care 1l alegem mai mic decat 0,05. Ipoteza pe
care 0 vom testa se refera la adevarata valoare a lui R, valabila pe intreaga populatie.
Mai precis, testam ipotezaH,: R =0, ceea ce ar presupune ca la nivelul intregii
ipoteze modelul nu este semnificativ datelor.

3.2.5. Utilizarea modelului pentru calcule de prognoza

Odata specificata forma modelului, Tmpreuna cu valoarea numerica a
parametrilor a si b, putem utiliza modelul pentru prognoza. Astfel, pentru o noua
valoare, neobservata, a lui X, notata cux,, valoarea lui Y corespunzitoare, conform

modelului de regresie stabilit, va fi
Yo = ¥lx)=a+bx, +e , (3.23)
respectiv, valoarea sa medie,

Yo =yix0j=a+bx0, (3.29)
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aceasta din urma numindu-se si valoare previzionata. Practic, calculul de prognoza
raspunde la intrebarea: “ Care este valoarea medie a lui y pentru o valoare noua,

neobservata (in afara celor N valori), a lui X, egala cu x, ?* Se observa ca nu se
poate calcula, exact, decat valoarea medie, valoarea reaa depinzand de eroarea e,
care nu poate fi caculata ci doar presupusa a fi neglijabila (minima). Tindnd cont de
faptul ca nu se cunosc adevaratele valori ale lui a si b (la nivelul populatiel) ci doar

estimatorii asi b, previziunea de mai sus este de fapt de forma

A

Yo

a+bxx,. (3.25)

Pentru valoarea Se poate determina urmatorul interval de Tncredere pentru
previziune :

& N 0
Péy' St . <y<y+st i=l-a, (3.26)
n—2,1—§ n—2,1—§g
unde
2
S =~ > - (3.27)
¢ U
e P u
é|_+1+(XEX))[|
é n ¢ -\
A a\X - X|
g ol H

Pe acelasi grafic se pot reprezenta dreapta de regresie si curbele ce corespund
capetelor intervalului de Tncredere pentru o valoare previzionata.

3.2.6. Functii specifice si aplicatii privind modelul liniar smplu Tn
MATLAB

In cele ce urmeazi vom prezenta citeva functi MATLAB, utile n
implementarea tehnicilor de regresie, pentru modelul liniar smplu. Nu vom prezenta
aici sintaxele cele mai generale ale fundtiilor ci doar cele care sunt mai potrivite in
cadrul modelarii matematice. Cele mai utilizate functii In acest sens sunt functiile
corrcoef, polyfit, polyval, refline, polytool. Functiile corrcoef, polyfit, polyval,
polytool se regasesc printre functiile Matlab generale, in timp ce functia refline este o
functie specifica pachetului Matlab “ Statistics’

Sntaxa functiei corrcoef: Functia corrcoef se utilizeaza pentru a calcula
coeficientul de corelatie liniara dintre doua variabile:

>>rx = corrcoef(x,y)
- parametrii de intrare: x-matrice de tipul (n,1)-coloana; y-matrice de tipul (n,1)-

coloana, matrici care stocheaza valorile celor doua variabile pentru care se calculeaza
coeficientul de corelatie;
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- parametrii de iesire: rx-matrice de tipul (2,2) care contine pe pozitia 11 si 22
coeficientul de corelatie dintre variabila x si X, respectiv y si y, adica valoarea 1, iar pe
pozitia 12 si 21 coeficientul de corelatie dintre x si y, respectiv y si X, care sunt de
fapt, valori egale intre ele, coeficientul de corelaie fiind o functie simetrica.

Prin urmare, valoarea coeficientului de corelaie intre x si y se citeste pe
diagonala a doua a matricii raspuns, indicand o corelatie mare cu atét mai mult cu cét
se apropie de 1, in modul, respectiv, o corelaie mica, atunci cand se apropie mai mult
deO.

Pentru a putea analiza grafic corelaia dintre puncte, respectiv variabile se
poate utliza functia plot, cu sintaxa plot(x,y) care va desena linia poligonala data de
punctele de coordonate x, y sau plot (x, y, ‘* *) care afiseaza graficul de punctex, y. Tn
urma analizel formei acsetui grafic putem afirma cu 0 oarecare precizie daca e vorba
de o corelatie liniara (curba poligonala poate fi usor aproximata cu o dreaptd) sau nu.
Tn cazul in care raspunsul este afirmativ se poate afisa pe acelasi grafic si dreapta de
regresie, utlizénd functiarefline.

Sntaxa funcrie refline:

>>refline

Comanda de mai sus, trebuie datd dupa comanda plot, Tnainte de inchiderea figurii
generate si reprezinta grafic in figura curenta, obtinuta cu functiapl ot (x,y,’ *'),
dreapta de regresie corespunzatoare punctelor.

Sntaxa funcriel polyfit — modelul liniar : Functia polyfit calculeaza parametrii
dreptel de regresie corespunzatoare datelor, utlizand metoda celor mai mici patrate.

>>p = polyfit(x, vy, 1)

- parametrii de intrare: X, y - vectori-matrici coloana de aceeasi dimensiune
1-reprezinta gradul 1 a polinomului de regresie, grad care corespunde modelului
liniar;

- parametrii de iesire: p-vector de dimensiune 2, cu prima componenta reprezentand
panta dreptel de regresie, iar a doua, termenul liber sau altfel spus, prima componenta
este coeficientul lui x iar a doua este termenul liber din polinomul p, xx+ p, .

Sntaxa funcriei polyval — modelul liniar: Functia polyval calculeaza
previziunea pe baza dreptei de regresie, determinata de polyfit.

>>ypreviz = pol yval (p, xnou)

- parametrii de intrare: p-vector de dimensiune 2, care stocheaza parametrii dreptel
de regresie, incepand cu coeficientul lui X si terminand cu termenul liber; reprezinta
rezultatul functiel polyfit; xnou-matrice care contine valorile noi ae variabilei
explicative, valori pe care se doreste afi calculata previziuneg;

- parametrii de iesire: ypreviz-matrice de aceeasi dimensiune cu xnou, care contine
valorile variabilel raspuns y (corespunzatoare valorilor noi ale lui x), previzionate din
dreapta de regresie data prin vectorul coeficientilor de regresie, p.

Sntaxa functiei polytool—modelul liniar : Functia polytool creeaza o interfata
grafica pentru utilizator, care permite controlul gustarii de cele mai mici patrate
printr-un polinom, implicit si printr-o dreapta. Astfel, functia polytool acopera toate
facilitatile oferite de functiile de mai sus, prin integrarea graficelor si a raspunsurilor
numerice intr-o interfata interactiva:
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>>pol ytool (x, y, 1, alfa)

- parametrii de intrare: X, y - vectori - matrici coloana - de aceeasi dimensiune;
1-reprezinta gradul 1 a polinomului de regresie, grad care corespunde modelului
liniar; afa reprezinta pragul de semnificatie admis pentru intervalele de incredere
determinate pentru coeficientii modelului si pentru previziune;

- parametrii de iesire: informatiile fundamentale legate de modelul liniar de regresie
smpla (coeficienti, reprezentare grafica, previziune, intrevale de incredere, etc.),
incorporate intr-o interfata grafica interactiva; mai precis, functia polytool creeaza un
grafic interactiv al dreptel de regrese pentru variabila raspuns y si variabila
explicativa x, impreuna cu punctele observate si cu intervalele de incredere de tip
(1- a)lOO% pentru previziune (valoarea implicita este de 95%), precum si cu céteva
informatii numerice legate de modelul liniar; interfata grafica permite controlul asupra
alegerii valorii pentru care dorim previziunea si exportul unor parametri precum
valoarea previzionata Tmpreuna cu intervalul de incredere, parametrii de regresie
Tmpreuna cu intervalele de incredere si reziduurile.

Vom prezenta n cele ce urmeaza doua probleme reale preluate din [9], care
reclamia modelarea, acestea fiind reluate si abordate prin diverse metode de modelare
si In urmatoarele paragafe. Se va vedea in cele din urmi, ca modelul liniar se preteaza
foarte bine la prima problema, in timp ce pentru cea de-a doua problema este necesar
si studiul altor modele. Totusi, ori de céte ori, particularitatea fenomenului pe care
Tncercam sa-I modelam nu reclama strict o anumita forma matematica a modelului, se
poate pleca de la testarea datelor cu un model liniar, tehnicile asociate acsetuia fiind
foarte simple si apoi se poate concluziona daca datele necesita sau nu un model mai
complicat.

Problema 1. Corelatia dintre greutatea si iniltimea unei persoane

Tn mod natural, se presupune ci existi o strénsa legatura intre Tnalsimea si
greutatea unel persoane. Se pune problema determinarii unui model regresiv care sa
permita calcularea greutarii normale a unei persoane, in raport cu tnalsiimea sa. Vom

o Ao

considera un lot de 15 persoane, pentru care se inregistreaza naltimea si greutatea

([9D.

Nr. 1 2 |3 4 5 6 7
fnaltime | 1.67 |18 |1.76| 168|178 | 1.76 | 1.67
greutate | 70 |82 |75 |69 |82 |78 |65

Nr. 8 9 10 |11 |12 |13 |14 |15
Tnaltime | 1.82 | 2 167|156(1.78|1.82|16 |176
greutate | 95 | 113 |67 |61 |81 |90 |62 |78

Tabelul 3.1. Date privind Tnalsimea si greutatea a 15 persoane

Tncircarea datelor iIn MATLAB se poate face fie direct de la tastatura, fie prin
importarea lor dintr-un fisier de tip ascii, cu extensa ,dat”. Urmatorul program
(aplicatiel.m), permite incarcarea datelor stocate in fisierul hgdate.dat, ordonarea
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crescatoare a datelor dupa Tniltime, definirea variabilelor de lucru x si y, pe baza
variabilet MATLAB, hgdate si apoi reprezentarea grafica a greutatii versus inaltime.

>>06 ncarca datele pentru inaltinme si greutate dintr-
un fisier cu extensia 'dat', se creeaza astfel
vari abila hgdate-matrice de tip (15, 2)

>>| oad hgdat e. dat -asci

>>09r doneaza datel e dupa inaltime (prim col oana)si
e pune in matricea 'dateord

>>dat eor d=sortrows( hgdate);

>>0gdefi neste variabila X ca fiind prim col oana din
matri cea datel or ordonate

>>x=dat eord(1: 15, 1);

>>0gefi neste variabila Y ca fiind a doua col oana din
matri cea datel or ordonate

>>y=dat eord( 1: 15, 2);

>>0 reprezinta datele intr-un sistem de coordonate

>>pl ot (X, Y)

Se obtine urmatorul grafic:

Greutate \s inaltime
T

120F
100
8of
§ 60
40-

201

0 L I I I I I I
15 16 17 18 19 2 21 22
inaltime

Figura 3.2. Diagrama corelagiel dintre greutate si Tnalzime

Din analiza graficului se poate avansa ipoteza unei regresi liniare simple intre
greutate si Tnaltime. Mai mult, calculand coeficientul de corelaie cu functia corrcoef,
obtinem r =0.97(0.9668), deci o vaoare foarte apropiata de 1, prin urmare o
corelatie puternica. Apeland functia polytool, obtinem o serie de informatii relativ la
modelul liniar de regresie. Parametrii de regresie sunt 125.84 si -141.35. Asadar,
avem modelul y =-141.35+125.84x +e . Avand n vedere ca parametrii s-au obtinut
pe baza unui esantion de volum 15, cele doua valori reprezinta doar niste estimatii ale
adevaratelor valori, pentru care se ohtin intervalele de incredere pentru coeficierni
(parametri  de regresie): (105.92, -176.12) si (145.77, -106.59) adica,
P(105.92<b <145.77) = 0,95respectiv  P(- 176.12<a<-10659)=095. Pentru
cele 15 perechi de valori observate se pot calculasi reziduurile, adica diferenta intre
valoarea reala a lui y,, masurata si valoarea teoretica, rezultatd din model,



Y. =-141.35+125.84x.. Se obtin urmatoarele valori reziduale, numeric si apoi grafic

cu functia plot: 6.0371, 2.0033, -3.8058, -1.8058, 1.1942, -1.0643, -5.1319, -2.13109, -
2.1319, -1.6488, -0.64876, -3.1657, 2.3174, 7.3174, 2.6654.

Figura 3.3. Graficul rezidurilor

Rezidurile vor descrie un model cu atét mai bun cu cét sunt mai apropiate de
axa 0 si nu manifesta o tendinta, Tn sensul ca doua puncte consecutive nu sunt ambele
pozitive sau ambele negative. Tn acest caz, reziduurile arati ci ar putea exista un alt
model, care si se preteze mai bine la date. Odata determinat modelul se poate folos
pentru previziune. Spre exemplu, dorim si aflam care este greutatea normala pentru o
persoani de 1.78 m. Tnlocuind, obtinem, §, = - 141.35+125.84X1.78 = 82.649kg. Din

nou, previziunea obtinutd este doar o estimatie a valorii reale, deoarece, modelul s-a
determinat pe baza unui esantion si Tn plus, nu s-au luat in calcul toate aspectele, gen
sex, rasa, etc., toate acestea intrand in variabila eroare, e . Prin urmare, este necesar si
determinam si un interval de Tncredere pentru previziune, de tip 95%, in care se afla
greutatea reala, corespunzatoare unei Tnaltimi de 1.78 m.
P(74.419 < y, <90.879)=0,95. In plus, functia polytool, permite afisarea pe acelasi
grafic a dreptel de regresie, impreuna cu punctele observate si impreuna cu curbele
care descriu intervalele de ncredere pentru fiecare previziune.
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Figura 3.4. Interfaga functiei polytool

85



Problema 2. Corelatia dintre viteza de reducere circumferentiala a
ventriculului stang si nivelul glucozel in sdnge

Pentru un lot format din 24 de bolnavi de diabet de tip |, s-a masurat, pe de o
parte, dinamica nivelului glucozel Tn sange-GS(mmol/l) si pe de alta parte, viteza
medie de reducere a circumferingei ventriculului stang-VcV(%/sec), in scopul
predictiei variabilel raspuns VcV, in functie de nivelul GS, mai precis In scopul
predicsiel problemelor cardiovasculatorii Tn funcrsie de evolusia glicemiel. Datele au
fost urmatoarele ([9]):

Pacient GS(mmoal/l) | VeV (%/sec)
nr.

1 15.3 1.76
2 10.8 1.34
3 8.1 1.27
4 19.5 1.47
5 7.2 1.27
6 5.3 1.49
7 9.3 1.31
8 11.1 1.09
9 7.5 1.18
10 12.2 1.22
11 6.7 1.25
12 52 1.19
13 19 1.95
14 15.1 1.28
15 6.7 152
16* 8.6 -

17 4.2 1.12
18 10.3 1.37
19 12.5 1.19
20 16.1 1.05
21 13.3 1.32
22 4.9 1.03
23 8.8 1.12
24 9.5 17

Tabelul 3.2. Date privind viteza de reducere circumferengial g a ventriculului stang si nivelul glucozei in
sange pentru 24 de bolnavi

Din tabel se poate observa ca pacientul cu numarul 16 nu are inregistrata
valoarea pentru VcV. Dupa validarea unui model de regresie, se va putea estima
aceasta valoare lipsa, ca previziune pe baza modelului, pentru X = GS = 8.6. Tinand
seama de dificultatea de a analiza direct problema contractiel ventriculului sténg fata
de stabilirea nivelului glucozei in singe, in sensul ci nu putem gas o formula
matematica directa de legatura, se impune studiul unui model regresiv. Rezolvarea
acestei probleme prin studiul unui model liniar asupra datelor va congtitui tema de
laborator.
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3.2.7. Temedelaborator n MATLAB
Temal

1. Tncircati In spatiul de lucru MATLAB, fisierul GVdate.dat, in care ai stocat
datele Problemei 2 din subparagraful 3.2.6. Pe baza functilor MATLAB, corrcoef,
refline, polyfit, polyval, andlizati cat de potrivit este un model liniar la aceste date,
calculand coeficientul de corelatie, reprezentati in acelasi grafic, punctele si dreapta
de regresie, calculati parametrii dreptel de regresie, calculai valoarea variabilel
raspuns VcV, estimata (previzionatd) pe baza modelului pentru o valoare a glicemiel
GS=8.6.

2. Aplicand functia polytool, determinati in plus intervalele de incredere pentru
parametrii de regresie si pentru previziune si de asemenea, reziduurile.  Reprezentai
grafic dreapta de regresie impreuna cu punctelesi cu intervalele de incredere pentru
previziune. Folosind rezultatele numerice  oltinute cu  polytool,  reprezentati
reziduurile si evidentiati comportamentul acestorafaa de 0.

3.3. Altemodele deregresie simpla

Desi tehnicile specifice modelului liniar sunt simple si usor de aplicat, in
realitate, exista si date a caror modelare reclama alta forma decét cea liniara. O parte
dintre aceste modele, cum sunt, de pilda, cele polinomiale, sau cele exponentiale, pot
fi reduse prin anumite transformari la modelul liniar, motiv pentru care ele se mai
numesc generic modele liniarizabile sau pur si smplu modele liniare, atunci cand nu
exista pericol de confuzie cu modelul liniar propriu zis, atfel numindu-se modele
neliniare. Celelate modele, care nu pot fi reduse la forma liniara se numesc
ntotdeauna, modele neliniare.

3.3.1. Modelul polinomial

Modelul de regresie polinomiala simpla este un model de regresie simpla Tn
care functia de regresie este un polinom in variabila predictiva, X. Forma modelului
este urmatoarea:

Y=a,X"+a, X"+, .+aX+a,+e. (3.28)

Ca si lamodelul liniar se pune problema determinarii coeficienyilor modelului,
formulele teoretice fiind aseminatoare cu cele de la regresia liniard. Tn mod analog, se
pot determina intervale de incredere pentru coeficiervi, previziuni pe baza modelului,
interval de Tncredere pentru previziune si reziduurile.

Coeficientii se pot afla fie direct aplicand criteriul celor mai mici  patrate, fie
aplicand criteriul pe modelul liniarizat, dupa transformarea modelului Tntr-un model
liniar (liniarizarea modelului). Pentru liniarizare, se folosesc urmatoarele substitutii:
X=X

XN =X, X" =X . (3.29)

N-11°01

modelul reducandu-se la urmitorul model liniar multiplu:
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Y=a Xy +ta Xy ttaXx +a,+e. (3.30)

Prin urmare, dintr-un model de regresie polinomiala smpla, de gradul N, cu variabila
efect Y si 0 singura variabila predictiva X, s-a guns la un model de regresie liniara
multipla cu N variabile predictive, cu variabila efect Y si variabilele predictive,
Xy Xy.1re- X, , definite pe baza lui X. Problema regresiei  polinomiale consta in
determinarea polinomului de regresie care descrie cel mai bine corelaia dintre doua
variabile, X si Y, date prin n valori, x,y,,i =1Ln. Un model polinomia este o
aternativa simpla la modelul liniar, pentru cazurile cand dreapta nu reuseste sa
descrie destul de bine corelatia dintre variabile.

Un exemplu de motivayie a modelului de regresie polinomiala este dat de
Problema 2 descrisi n subparagraful 3.2.6 si propusa spre rezolvare in Tema 1 de
laborator. Analizéndu-se un model liniar simplu pentru problema data, se obtine un
coeficient de corelatie liniara de r =0.416, care indica o corelatie liniara destul de
daba. Ma mult, analizand graficul punctelor vizavi de dreapta de regresie se poate
observa ca multe puncte sunt departe de dreapta.

2 -GS vs VeV
.81 ‘ g
[ S — — ¥
6l ‘ |
N +
| ]
+
) +
+
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Figura 3.5. Corelograma, dreapta de regresie si intervale de incredere pentru predictie

In plus, reziduurile nu au un comportament aeatoriu si sunt destul de mari,
dupa cum se poate observain graficul urmator.
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Figura 3.6. Rezidurile

Aceste aspecte ne indreptatesc demersul de a ciauta un model mai potrivit
pentru problema respectiva, prin urmare un model neliniar. Analiza unui model
polinomial raportat la aceasta problema, se justifica prin faptul ca daca dreapta, care
presupune un polinom de gradul 1, nu a fost suficient de flexibila Incét sa se apropie
de date, atunci, crescand gradul polinomului, creste si flexibilitatea curbel de regresie,
prin urmare ne vom astepta la 0 mai buna apropiere a acesteia de date.

Cu cét creste gradul polinomului, cu atét creste sansa ca acea curba de regresie
care este reprezentarea grafica a polinomului, si se apropie mai mult de punctele de
coordonate x.,V.,i =1, n. Totusi exista céteva restrictii care limiteaza aegerea unui
grad mare. Avand in vedere ca un polinom de grad N presupune N+ 1 necunoscute,
este nevoie de cel putin N+1 conditii pentru a le determina, prin urmare, pentru a
modela datele printr-un polinom de grad N, este nevoie de cel putin N+ 1 date, adica,
n3 N+1>N. Cu dte cuvinte gradul polinomului trebuie si fie mai mic decét
volumul datelor. Daca alegem chiar gradul n, atunci toate punctele se vor afla pe
curba de regresie polinomiala, de grad n. Daca alegem un grad mai mare decét n,
polinomul nu poate fi complet determinat, ceea ce conduce la erori mari de
aproximare.

Determinarea polinomului optim, presupune doua aspecte :

- stabilirea gradului optim N al polinomului de regresie;
- stabilirea coeficientilor polinomului optim.

Sabilirea gradului optim N al polinomului deregresie: Se reprezinta punctele

de coordonate x,Yy,,i =1,n, intr-un sistem ortogonal de axe si se analizeaza forma

liniel poligonale obtinute prin unirea cu segmente a punctelor. Dacd aceasta nu
impune evident un anumit grad a polinomului (aproximativ o dreapta-gradul 1,
aproximativ o parabola-gradul 2), se determina modele de regresie de diverse grade,
se reprezinta grafic curbele aferente si se pastreaza curba fata de care punctele se
apropie cel mai mult. Pentru o selectie optima riguroasa a gradului polinomului, se pot
comparasi statisticile de regresie aferente, pentru fiecare model.

Sabilirea coeficienyilor polinomului optim: Odata stabilit gradul polinomului,
ramane problema determinarii coeficientilor care tin de forma analitica a functiel
polinomiale, acest aspect rezolvandu-se prin metoda celor mai mici patrate, fie direct
pe forma polinomiala, fie pe forma liniarizata a modelului.

Analiza comparativa a statisticilor aditionale pentru polinoame de diverse
grade, este prezentata, pe un cadru ma general, pe orice model de regresie smpla, la
finalul acestui paragraf.

3.3.2. Altemodele de regresie smpla neliniara

Toate modelele care se bazeazi pe ate functii de regresie decét cea liniara, se
numesc modele de regresie neliniara. Modelul de regresie polinomiala smpla este un
astfel de exemplu, dar la fel de bine functia de regresie poate fi exponentiala,
logaritmica, serie de puteri, functie trigopnometrica, etc. De altfel, un model polinomial
este de dorit atunci cand scopul modelarii este sa copiem comportamentul datelor,
stiut fiind faptul ca o curba polinomiala este cu atéat mai flexibila, cu cét, creste gradul
siu. Tnsi un grad mare presupune si un numar mare de coeficienti necunoscuti care
cresc eroarea. 1n plus, un model polinomial este bun pentru previziuni pe valori care
apartin intervalului de date observate (intrapolare), dar din cauza puterilor mari ale
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variabilel predictive X, da erori mari la previziuni pe vaori care nu apartin
intervalului de date observate (extrapolare). Vom considera in cele ce urmeaz, trei
probleme care justifica abordarea altor modele decat modelul liniar si in unele cazuri,
altul decét cel polinomial. De dtfel, un model polinomial este abordat atunci cand se
cauta un model smplu pentru date care nu par afi liniare. Ma mult, diverse fenomene
reale cer prin insasi natura problemei, o anumita forma a modelului, bazata pe ate
functii decét cele liniare, cum ar fi functia exponentiala, functiile trigonometrice, etc.

Tn cele ce urmeazi prezentam cateva exemple de motivatie a unui model de
regresie neliniara. Tn acest sens, reluam pentru nceput Problema 2 descrisi in cadrul
subparagrafului 3.2.6, abordata initial prin modelarea cu un model liniar smplu si mai
apoi cu un model polinomial. Avand in vedere anumite dezavantgje ale modelarii
polinomiale, se impune si analiza unui model neliniar precum si realizarea unui studiu
comparativ . pe mai multe modele, inclusiv cel polinomial. Spre exemplu, pentru
modelul polinomial, din punct de vedere grafic cea mai bum gustare pare sa fie cea
de gradul 5. Un polinom de grad mai mic nu va fi destul de flexibil pentru date. Tn
schimb, pentru un polinom de grad mai mare nu vom avea suficienta informatie in
date pentru a estima cu destula precizie coeficientii, fapt care se poate observa si in
latimea excesiva a intervalului de incredere pentru previziune, pe portiunile unde nu
avem date. Aceste aspecte se pot observa spre exemplu, pe un polinom de grad 9, pe
graficul de mai jos.

GS vsVeV, grad 9

Figura 3.7.Corelograma, modelul de regresie polinomiala de grad 9 si intervalele pentru
predictie

Alte doua probleme redle care reclama prin specificitatea lor, utilizarea unui
alt model decét cel liniar, respectiv decét cel polinomial sunt urmitoarele:

Problema 3. Corelatia dintre rata de consumare a unui reactant intr-o
reactie chimica si concentratia reactantului.

Problema 4. Corelatia dintre coeficientul de dilatare termica a cuprului si
temperatura din cuptorul de prelucrare, in grade Kelvin.

In timp ce Problema 2, ridici necesitatea de a compara diverse modele,
inclusiv cel polinomial, in vederea alegerii modelului optim, pentru Problema 3 si
Problema 4, este din start, necesar un alt model decét cel polinomial. Astfel, practica
arata ca pentru Problema 3 este de dorit un model bazat pe functii putere, in timp ce,
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Problema 4 reclamd un model bazat pe functii rationale, ambele modele simple
neliniare.
Un model de regresie simpla neliniara este un model de forma,

Y=f(Xa,a,..a,)+e (3.31)

unde functia de regresie are alta forma decét cea afunctiel liniare de gradul 1. Daca,
n urma unor transformari (logaritmare, substitutii), modelul se poate reduce la un
model de regresie liniara simpla sau multipla, atunci modelul se numeste liniarizabil.
Totusi intr-o buna parte din literatura de speciditate, daca functia de regresie este

neliniard in variabila explicativi X, dar liniara in coeficientii, %% atunci
modelul este denumit generic, model liniar. Din aceastd categorie fac parte si
modelele polinomiale. Pentru astfel de modele, liniarizabile, se oltin acelessi
rezultate, indiferent daca se gusteaza direct modelul prin metoda celor mai mici
patrate sau dupa liniarizarea modelului. Din - acest punct de vedere, din clasa
modelelor neliniare, fac parte acele modele, in care functia de regresie nu este liniara
in coeficienti. Tn general, pentru un astfel de model, In cazul cand este liniarizabil,
gjustarea liniara facuta dupa liniarizare este de preferat, deoarece gustarea directa
duce la un sistem de ecuatii neliniare, care presupune de cele mai multe ori, doar
aproximare si nu determinarea exacta a solutiilor. Desigur, atunci cand exista un soft
computational adecvat aproximarii numerice, se poate adopta si gjustarea neliniara, de
cele mai mici patrate. Obtinerea unor solutii se face in acest caz, aplicand un algoritm
iterativ de aproximare, cum ar fi metoda Gauss-Newton. Se porneste cu 0 presupunere
initiala asupra coeficientilor necunoscuti, acestia se introduc in model, pe baza lor se
calculeaza valorile prezise pentru Y . Tn urmatorul pas, se introduc in model, valorile
previzionate ae lui Y, pe baza valorilor initiale ale coeficientilor, pe post de valori
observate si se obtine prin aplicarea gjustarii liniare, de cele mai mici patrate, un nou
set de coeficienti. Pasul se reitereaza pana la indeplinirea unui criteriu de suficienta
(spre exemplu, diferenta intre coeficientii obtinuti n doi pasi consecutivi, sa fie mai
mica decét o valoare datd). Ca si concluzie, in gjustarea neliniara, aplicarea directa a
criteriului celor mai mici patrate, nu mai asigura acelessi calitati pentru estimatori si
de multe ori, nu se gunge la forma analitica a acestora, ei fiind doar estimati.

Din clasa modelelor liniarizabile amintim modelul exponential, hiperbolic,
logaritmic si modelul functiei, putere.

Modelul exponeryial: Modelul face parte din clasa modelelor neliniare (in
parametri), functia de regresie fiind data prin,

9 =f (X) = ab*. (332)

Liniarizarea modelului  exponential se face prin logaritmare, obtindndu-se,
logy =loga+ xlogb, de unde cu substitutile, Z=logy, A=loga, B=Ilogb, se
obtine modelul liniar in X si Z, z= A+ Bx. Vaorile noii variabile Z, rezulta din
ecuatia de subgtitutie, pe baza vaorilor variabilei Y. Odata determinati A si B, din
ecuatiile de substitutie vor rezulta si valorile pentru a si b, modelul fiind astfel
determinat. O varianta asemanitoare este data de modelul y=ae™ care se
liniarizeaza prin logaritmare, Iny =Ina+bx si prin substitutiile, Z=Iny, A=Ina.
Modelele exponentiale sunt cerute pentru modelarea proceselor, in care rata de
schimb a unei cantitati este proportionala cu o valoare initiala legata de aceea
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cantitate.  Se utilizeaza frecvent Tn studiile epidemiologice, pentru a modela
raspandirea unel boli infectioase pentru care nu exista tratament sau pentru a modela
diverse cresteri in populatii biologice, care nu tin cont de factorii externi.

Modelul hiperbolic (regresia reciproca): Modelul face parte din clasa
modelelor liniare (in parametri), functia de regresie fiind data prin,

9:f(x):g+a. (3.33)

Liniarizarea modelului se poate face prin substitugia,zzi, obtindndu-se modelul
X

liniar, y =bz+a, vaorile noii variabile Z, fiind obtinute din ecuatia de substitutie, pe
baza valorilor lui X, iar parametrii fiind aceeasi casi in modelul initial. Variante

1_b .
asemanatoare sunt date de modelele, —=—+a i y:bi, care se rezolva cu
y X

“+a
X

substitutiile u =+, ¥ =
X
Variante de modele combinate neliniare (In parametri), intre modelul exponertial si
b

cel hiperbolic sunt date de modelele, § = ae* si %zbe'X +a sau y=
y

|

, doar ca aceste modele nu mai sunt liniare (in parametri).

~

<

— , care
be * +a

se  liniarizeaza prin logaritmarea, Iny = Ina+E si substitutiile,
X

u :1, V=Iny, A =Ina, respectiv, prin substitutile u =e*,v =

=
S <R

Modelul logaritmic: Modelul face parte din clasa
parametri), functia de regresie fiind data prin,

odelelor liniare (in

9= f(x)=a+blogx. (3.34)

Liniarizarea modelului se poate face prin substitutia, Z=logx. Atd modelul
hiperbolic, cat si modelul logaritmic, se aplici atunci cand datele initille nu se
preteaza la o regrese liniara, dar o anumita transformare a lor (inversul datelor,
logaritmul datelor), poate fi potrivita pentru o astfel de regresie.

Modelul funcriei putere: Modelul face parte din clasa modelelor neliniare (in
parametri), functia de regresie fiind data prin,

g=1f(x)=ax". (3.35)
Liniarizarea modelului se poate face prin logaritmarea, logy =loga+blogx si prin
substitutiile u=logx, v=1logy. Un exemplu de aplicare a unui astfel de model, este

si cel a unel reactii chimice, in care se stie ca rata la care se consumi un reactant este
n general, proportionala cu concentratia reactantului, ridicata la o anumita putere.

Din clasa modelelor ce nu pot fi liniarizate si pentru care se aplica tehnicile
gjustarii neliniare, bazate pe metode iterative, amintim modelul exponenrial-putere,

y =bx?e™, modelul putere-logaritm, ¥ =bx® +clogx, modelul dublu exponenyial,
y=ae™ +ce®™, modelul bazat pe serii de puteri-exemplu cu doi termeni,
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y=a+bx®, modelul bazat pe serii Fourier, 9:a0+§‘ a. cos{ pwx) + b sin(pwx).
i=1
Acest ultim tip de modele este folosit pentru a descrie un semna periodic, de

frecventa w. Un at model neliniarizabil este si modelul bazat pe funcrii ragionale,
k+1

é p; X

9:"1m—, unde gradul polinomului de la numarator este k iar cel a
XM + é qiXm-i
i=1
polinomului de la numarator este m, acesta avand si termen liber. Datorita acestui
termen liber, cele doua polinoame nu coincid niciodata, chiar daca au acelasi grad.
Spre exemplu, un model rational, cubic/gradul 4, va fi de forma

o PXC X+ X+,
X" 07 +0,X" +0px +
polinomiale, atunci cand se cauta un model simplu, pentru date care cer flexibilitate

dar nu au o structura complicata. Probleme Tn aplicarea modelului apar atunci cand
numaratorul are valori apropiate de zero.

k+1-i

. Acest tip de modele se foloseste ca si modelele

3.3.3. Analiza comparativa a modelelor deregresie

Ca si in cazul modelului liniar, studiul unui model de regresie oarecare
presupune urmatoarele aspecte: determinarea coeficientilor, a intervalelor de incredere
pentru acestia, determinarea si studiul repartitiel reziduurilor, determinarea previziunii
si a intervalelor previzionale, reprezentarea grafici a curbei de regresie vizavi de
datele observate, impreuna cu intervalele de incredere pentru previziune si analiza
cantitativa a calitatii regresiei pe baza unor statistici aditionale. Tn cazul cand se
doreste alegerea modelului optim din mai multe modele, dupa analiza statisticilor de
regresie, se va aege acel model care are ca ma multe statistici optime. Dintre
statisticile de regrese mai des utilizate, amintim: suma de patrate reziduale,
coeficientul de corelatie specifica, coeficientul gjustat, eroarea standard de regresie.

Suma de patrate reziduale: Aceasta statistica masoara deviatia totala a datelor
observate fata de datele prezise prin model, fiind de dorit si aiba o valoare c& mai
mica, apropiata de 0. Formula de calcul este

n 2

Se:=a yi- %) - (3.36)

i=1

Coeficientul de corelasie specifica: Aceasta statistica masoara cét de mult este
explicata variatia variabilei raspuns prin model. Poate fi privita si ca si patratul
corelatiel intre valorile observate si valorile prezise, ale variabilei raspuns. Pentru un
model liniar, aceasta statistica este egala cu patratul coeficientului de corelatie liniara,
alui Pearson. Formula de calcul este

_ Vexplicataprinregresie  Sexplicataprinregresie
Vtotal Sotal

R2

(3.37)

Sotal - Srezidual _1. Sezidual
Sotal Sotal
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Al 9)
R =1-2 7 (01). (3.38)
é (yi - Y )2

.ﬂ

Este de dorit ca valoarea sa sa fie cat mal mare, mai precis, cat mai aproape de 1. Spre
exemplu, o valoare de 0,85 arata ca un procent de 85% din variatia datelor este
explicata prin model. Dezavantajul acestei statistici este acela ci va creste odata cu
numarul de parametri necunoscuti, prin urmare nu prezinta siguranta in selectia unui
model de un anumit grad dintr-o clasi de modele de acelasi tip. Spre exemplu, ea va
creste odata cu gradul polinomului de gjustare, dar asta nu Thseamni neaparat ca un
grad mai mare e mai bun pentru anumite date.

Coeficientul ajustat de corelasie: Aceasta statistica vine sa inlature negjunsul
statisticii  precedente, asa incat, sa nu ma depindi de numarul de parametri
necunoscuti, din model. Se obtine prin gustarea statisticii anterioare, cu gradele de
libertate, n =n- p, unde p este numarul de parametri necunoscuti care intra in model
si care trebuie estimati, iar n, reprezinta numarul de informatii cu privire la model,
adica, numarul datelor obsevate. Formula de calcul este

D2 Siesaual X(”' 1)
R =1- ™©%da \ "7 3.39
Sotal ><n) ( )

Se interpreteazi la fel casi R?, o valoare mare, apropiata de 1, indicand o buna
gjustare a datelor, n timp ce o valoare apropiata de O, indica o daba gjustare. Este, de
asemenea, cel mal indicat criteriu numeric, atunci cand vrem 1 introducem un nou
parametru in model (spre exemplu, in regresia polinomialda, un grad mai mare
presupune un hou parametru care repezinta coeficientul puterii introduse prin acel
grad) si dorim sa vedem dacia in acest fel s-a imbunitatit gjustarea. Dintre doua
regresii se va pastra aceea care are valoarea acestel statistici, mai mare.

Eroarea standard de regresie: Aceasta statistica este de fapt radicalul erorii
medii patratice si este data de formula,

E - rezidual , (340)

Cu Vv, precizat mai sus. O valoare apropiata de O, indica o buna gjustare a datelor, de
catre model.

In final, dintre toate modelele luate in calcul, intr-o astfel de andizi, se va
pastra modelul pentru care sunt satisfacute cele mai multe din cele patru conditii si
anume, si aiba cea mai mica suma de patrate reziduale si cea mai mica eroare
standard, respectiv, cel mai mare, coeficient de corelaie specifica si cel mai mare
coeficient gjustat.

Distantarea mare a punctelor faa de curba de regresie, aratd ca modelul nu
reuseste sa gjusteze suficient de bine datele (subagjusteazi datele). Obtinerea unor
intervale largi de incredere pentru coeficientii unui model arata lipsa preciziei in
estimarea coeficientilor. Atunci cand in zona datelor, intervalul este ingust, dar se
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largeste simptomatic, in zona in care nu exista date, inseamna ca modelul propus
suprgjusteaza datele sau altfel spus, datele de care dispunem nu sunt suficiente pentru
ale gusta cu un astfel de model. O astfel de situatie se intdmpla atunci cand incercam
sa modelam datele printr-un polinom sau un model rational, de grad prea mare sau
printr-o serie (Fourier, de puteri, exponentiala) cu prea multi termeni. Un interval larg
de incredere (nesimultan, pentru o noud observatie) pentru previziune, arati ca
modelul nu prezinta siguranta in previziune. Existenta unui anumit patern i alura
reziduurilor proiectate fata de axa y=0, arata faptul ca erorile nu sunt intamplatoare si
este de dorit imbunatatirea modelului sau studiul unui model mai bun. De asemenea, 0
prea mare departare a reziduurilor fata de axa orizontala, y=0, arata erori prea mari si
reclami imbunatatirea modelului sau schimbarea tipului de model. Este cazul cand
modelul subajusteaza datele.

3.3.4. Functii si aplicatii privind alte modele de regrese smpla in
MATLAB

Vom prezenta pentru inceput, cateva functii MATLAB, utile in implementarea
tehnicilor de regresie, pentru modelul simplu polinomial, care include si cazul
particular a modelului polinomial de gradul 1, prin urmare liniar, iar apoi vom
prezenta o alta functie cu extindere la oric tip de regresie smpla. Nu vom prezenta
aici sintaxele cele mai generale ae fundiilor ci doar cele care sunt mai potrivite n
cadrul modelarii matematice. Cele mai utilizate functii Tn acest sens sunt functiile
polyfit, polyval, refcurve, polytool, cftool.. Functiile polyfit, polyval, polytool se
regasesc printre functiile MATLAB generale, in timp ce functia refcurve este functie
gpecifica pachetului MATLAB “Statistics’, iar functia cftool este specifica pachetului
MATLAB “Curve Fitting” (pachet specializat pe gjustarea curbelor).

Sntaxa funcriei polyfit: Functia polyfit calculeaza parametrii polinomului de
regresie de grad N, corespunzator datelor, utlizand metoda celor mai mici patrate.

>>p = polyfit(x, y, N

- parametrii de intrare: X, y-vectori-matrici coloana de aceeasi dimensiune; N-
reprezinta gradul polinomului de regresie;

- parametrii de iesire: p-vector de dimensiune N+1, cu prima componenta
reprezentand coeficientul puterii celel mai mari a lui x , iar ultima, termenul liber din
P XX+ Py XN L X .

Sntaxa funcriei refcurve: Pentru a putea analiza grafic corelaia dintre puncte,
respectiv variabile se poate utliza functia plot, cu sintaxa plot(x,y) care va desena linia
poligonala datda de punctele de coordonate X, y sau plot (x, y, ‘* ‘) care afiseaza
graficul de puncte x, y. Tn urma analizei formei aceetui grafic putem avansa ipoteze
cu privire la forma functiei de regresie, in functie de curba clasica prin care putem
aproxima curba poligonala (curba liniara, polinomiala de un anumit grad,
exponentiald, putere, rationala, etc.) Tn cazul in care este vorba de o aproximare
polinomiala, pe acelasi grafic se poate reprezenta si curba polinomiala de regresie,
utlizénd functia refcurve,

>>ref curve(p)
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-parametrii de intrare: p-vectorul coeficientilor polinomului de regresie, determinat
prin metoda celor mai mici patrate, corespunzator punctelor; vectorul Thcepe cu
coeficientul celei mai mari puteri alui X si setermina cu termenul liber.

Comanda de mai sus, trebuie data dupa comanda plot, Tnainte de Tnhchiderea
figurii generate si reprezinta grafic in figura curenta, obtinuta cu functia plot (x,y, *’),
curba polinomiala de regresie, corespunzitoare punctelor, data prin polinomul
specificat prin coeficientii din vectorul p.

Sntaxa funcriei polyval: Functia polyval calculeaza previziunea pe baza
polinomului de regresie, determinat de pol yfit.

>>ypreviz = pol yval (p, xnou)

-parametrii de intrare; p-vector de dimensiune N+1, care stocheaza parametrii

polinomului de regresie, incepand cu coeficientul lui x™ si termindnd cu termenul
liber; reprezinta rezultatul functiei polyfit; xnou-matrice care contine valorile noi ale
variabilei explicative, valori pe care se doreste afi calculata previziunea;

-parametrii de iesire: ypreviz-meatrice de aceessi dimensiune cu xnou, care contine
valorile variabilel raspuns y (corespunzatoare valorilor noi ale lui x), previzionate din
polinomul de regresie dat prin vectorul coeficientilor de regresie, p.

Sntaxa funcriel polytool: Functia polytool acopera toate facilitatile oferite de
functiile de mai sus, prin integrarea graficelor si a raspunsurilor numerice intr-o
interfata interactiva, care permite controlul ajustarii de cele mai mici patrate printr-un
polinom.

>>pol ytool (x, y, N, alfa)

-parametrii de intrare: X, y-vectori - matrici coloana - de aceeasi dimensiune; N-
reprezinta gradul polinomului de regresie; afa reprezinta pragul de semnificatie admis
pentru intervalele de incredere determinate pentru coeficientii modelului si pentru
previziune;

-parametrii de iesire: informatiile fundamentale legate de modelul polinomial de
regresie simpla (coeficienti, reprezentare grafica, previziune, intrevale de incredere,
etc.), incorporate intr-o interfata grafica interactiva; mai precis, functia polytool
creeaza un grafic interactiv a polinomului de regresie de grad N, pentru variabila
raspuns y si variabila explicativa x, impreuna cu punctele observate si cu intervalele
de incredere de tip (1- a )100% pentru previziune (valoarea implicita este de 95%),

precum si cu céteva informatii numerice legate de modelul polinomial; interfata
grafica permite controlul asupra alegerii valorii pentru care dorim previziunea si
exportul unor parametri precum valoarea previzionatda impreuna cu intervalul de
ncredere, parametrii de regresie impreuna cu intervalele de increderesi reziduurile.

In figura de mai jos, se poate observa interfaa grafici pentru polytool, care
afiseaza curba de regresie polinomiala de gradul 3, precum si submeniul pentru
exportul de date (coeficientii de regresie, intervale de incredere pentru coeficienti,
valoarea lui y prezisa, corespunzatoare vaorii lui x, setata pe orizontala, x=5,5,
intervalul de incredere pentru previziune si reziduurile) catre spatiul de lucru. Tn
grafic se observa trei tipuri de curbe, curba empirici a datelor, reprezentata prin
puncte, curba polinomului de regresie, de grad 3, de cele mai mici patrate,
corespunzator datelor, reprezentata prin linie continua si cele doua curbe semnificand
intervalul de Tncredere pentru previziune, reprezentate prin curbe punctate. Tn partea
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de sus, se observa afisgjul din care se poate schimba gradul polinomului, schimbandu-
se implicit si graficul, iar in bara de instrumente de sus, putem schimba tipul de
interval de incredere din “Bounds’, metoda de gustare din “Methods’, inserare titlu si
alte etichete din “Insert”, editareaimaginii din “Tools’, etc.
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Figura 3.8. Modelul de regresie polinomiala de grad 3. Exportul intervalelor pentru predicsie

Sntaxa funcriel cftool: Comanda cftool, permite deschiderea unel interfete
grafice proiectata pentru gjustarea datelor de tipul x, y, si implicit pentru determinarea
unui model de regresie simpla intre variabila raspuns si variabila predictiva. Aplicatia
dispune de o serie de modele clasice, liniare n parametrii sau neliniare, precumsi de
posibilitatea de a lucra cu modele scrise de utilizator. Daca in spatiul de lucru exista
setul de date si acesta este alocat corespunzitor in doua variabile, X si y, este suficient
cade latastatura sa apelam comanda:

>>cftool.

Prin aceasta comanda se deschide interfata grafica prin intermediul careia
putem incarca datele din spatiul de lucru, in sesiunea cftool. Rezultatele obtinute se
pot salva din interfata, ca obiect MATLAB cu extensia “cfit” si pot fi apoi incarcate
tot din interfatd, la 0 noud apelare a comenzii cftool, prin optiunea “load”. Tn imaginea
de mai jos, se poate observa interfata pentru cftool, in care optam pentru submeniul
“Data” si apoi din ferestra de dialog “Data’, incarcam datele din spatiul de lucru,
pentru X si y. Prin click pe butoanele “Create data set” si “View” putem vizualiza in
inetrfata, datele, at&t grafic ca si numeric. S-au utilizat datele din Problema 1,
descrisi in subparagraful 3.2.6.
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Figura 3.9. Interfaya pentru cftool. Constructia setului de date

Prin utlizarea butonului “Fitting” se va deschide o alta fereastra de dialog, in care se
realizeaza efectiv gjustarea, functia cftool avand incorporate diverse tipuri de modele
de gustare (polinomial, exponential, putere, rational, etc.) precum si posibilitatea de a
defini un model de catre utilizator. Din noua fereastra de dialog, selectam tipul
gjustarii, spre exemplu, asa cum se poate observa ih imagine, s-a selectat tipul
polinomial de gradul 3 si prin utilizarea butonului ,,Apply”, primim doua tipuri de
informatii, numerice si grafice. Informatiile numerice sunt afisate in fereastra de
dialog “Fitting”, se refera la forma analitica a modelului, la coeficientii functiei de
regresie, impreuna cu intervalele de incredere, precum si la céteva statitici de
regresie cum ar fi R?, toate aceste informatii putand fi exportate spre spatiul de lucru,
prin click pe butonul “Save to workspace”. Informatia grafica sub forma de curba de
gjustare impreuna cu datele reprezentate prin puncte se afiseaza n fereastra principala
de dialog pentru cftool; prin click pe butonul ,View” din bara de instrumente, putem
opta pentru a afisa suplimentar curbele pentru intervalele de incredere si reziduurile.
Informatia grafica poate fi salvatd ca imagine, 1n vederea inserarii intr-un document
word.
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Figura 3.10. Interfara pentru cftool. Alegerea modelului

Prin click pe butonul ,New fit”, se poate continua cu alte gjustiri care se vor afisa pe
acelasi grafic. Astfel, se poate gjunge la cea mai buna modelare, comparand pe
aceessi interfata, atét grafic cét si numeric prin statisticile care dau calitatea regresiel,
diverse tipuri de modele pentru acelasi set de date. Interfata dispune si de alte
facilitaiti precum evaluarea functiei de regresie in anumite puncte (“Analysis’),
reprezentarea doar a anumitor curbe de regresie din cele incercate, pentru a nlesni
comparatia (Plotting), etc. Pe langa biblioteca de modele incorporate in interfata,
cftool dispune de doua tipuri de subinterfete pentru modele definite de utilizator (din
“Type of fit", alegem “Custom Equations’. Prima interfata, se poate vizualiza n
imaginea de mai jos si presupune posibilitatea definirii ecuatiei unui model liniar in
parametrii, utilizatorul introducand in interfata doar subfunctiile din expresia liniara a
modelului axf, (x)+bxf,(x)+..+c.
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Figura 3.11. Interfara pentru cftool. Constructia unui model liniar in parametri definit de utilizator

Tn imaginea de mai jos, este prezentata interfata pentru celilalt caz al ecuatiel definite
de utilizator si anume un model neliniar Tn parametrii, 1n acest caz, utilizatorul
specificand direct ecuatia modelului si valorile initiale pentru parametrii necunoscuti,
necesare in metoda iterativa Gauss-Newton (modelul nemaifiind liniar, solutia pentru
coeficienti nu mai este exacta).
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Figura 3.12. Interfaga pentru cftool. Constructia unui model neliniar in parametri definit de utilizator
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Spre exemplu, expresa MATLAB a*sin(x-pi) +b*( x"2)+d*(x-3)+c este liniarda n
raport cu toti parametrii, in timp ce expresile a*exp(-b*x)+c, a*sin(-b*x)+c*cos(-
d*x), a*sin(-b*x)+c*sin(-d*x) sunt neliniare, prima fiind liniara in a, ¢ dar neliniara n
b, deci pe ansamblu neliniard, a doua liniara in a, ¢, neliniara In b si d, iar atreia, la
fel.

In cele ce urmeazi vom considera Problema 4 din subparagraful 3.3.2.,
referitoare la corelatia dintre coeficientul de dilatare termica a cuprului si temperatura
din cuptorul de prelucrare, in grade Kelvin. Ca si date observate vom folos fisierul
hahnl.mat din libraria de date a MATLAB-ului si vom vedea ca cel mai potrivit
model este modelul rational 3-2 (cubic/cuadratic). Tncarcand datele in interfata cftool,
obtinem urmatoarea reprezentare pentru cele 236 de date ([25]):

2 View Data Set

Data set: thermex vs. termp fiiey o y Weights
¥otemp 1 24 41 0.56491 i
¥ thermesx Z 3482 1847 C
3 44 09 2.8902
Weights: (nonge) 4 45 07 2 mad
| |9 54 92 4.703
-t B 6551  |6.307
-— 7 7053 |7.03
a 7ay 7.898
4 a29.a7 947
110 91,14 9484
4 11 S6.4 10072
3‘ 12 897149 10163
: 13 11426 |11.615
i 14 120025  [12.004
15 12708 (12478
16 13355 [12.48982
Exclusion rules; 17 13961 e
14 188.67 [13.926 =
Close

Figura 3.13. Interfasa pentru cftool. Vizualizarea setului de date “ hahnl”

Pentru inceput, se pot Tncerca (spre exemplu ca tema de laborator, diverse
gustari cum ar fi polinoame (spre exemplu, gradul 3, 4, 5), putere, exponential,
Fourier, rational. Tn cadrul modelului polinomial se fac diverse ajustiri, spre exemplu
de tipul, 5-5, 1-5, 5-1, 2-2, 3-3, 2-3, 3-2 si se analizeaza direct sau prin comparatie
calitatea gjustarii, gungandu-se la concluzia ca modelul 3-2 este cel mai potrivit
pentru date. De exemplu, pentru 3-3 (cubic pe cubic) obtinem urmatoarea reprezentare
grafica n care se poate observa ci aceasta curba de regresie nu reuseste sa se apropie
foarte bine chiar de toate datele si mai mult reziduurile manifesta o tendinta, adica nu
sunt Tntamplatoare (sunt multe reziduuri consecutive peste 0 si de asemenea, multe
consecutive peste 0).
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Figura 3.14. Modelul rarsional de grad 3-3, corelograma, curba de regresie si reziduurile

De asemenea, rezultatele mumerice prezentate mai jos, ne arata ca rezultatele nu
converg, prin urmare modelul este o alegere dlaba pentru date.

Hesulis

Firt compuratiorn did not conwverge:

Maximiam mnaamber of iterations exceeded. Increasitng Ma<xIter
(i £it optiomns) may allow £for a bettcer £it, orFr the cuirrent
euiatiorn may not be a good model for the data.

Firt foumnd when optimi=satiorn terminated:

Gerneral model Ratct3s:
Ei(x] = [(pl¥=x"3 4+ p= =<2 + p3I*= + pa)
(=53 + gl¥=x"=Z + Jg=* = + og3)

Coefficients [(with 25% confidence bhournds) :

»l = Z21.= [(20.85, =21.55)

pE = —S555.5 [—2165, S920.42)

nIs = 1.06%e+0021 [(—3.784de+0042, 5.9Z2ZZe+0041)
pd = —-3.35353e+004a (—4.694=+005, A.0Z3e+005)
gl = =0.58=2 (—ZF1.13, TF2.77)

g = 14a=zs [(—1S0d, 4s559)

o = —=2.545e4+004 [(—5.4a45&e+00a, —Z337)

Figura 3.15. Afisajul rezultatelor numerice pentru coeficientii modelului si intervalele de Tncredere

Tn schimb, datele grafice prezentate mai jos pentru modelul 3-2, indici o bun ajustare
adatelor (reziduuri fara patern, aleatoriu imprastiate in jurul lui 0):
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Figura 3.16. Modelul ragsional 3-2

3.3.5. Temedelaborator in MATLAB
Tema?2

1. Tncarcati in spatiul de lucru MATLAB, fisierul GVdata.dat (un fisier care contine
datele Problemel 2 din subparagraful 3.2.6). Aplicand functia polytool pentru diferite
grade (delal pani la10), comparati din punct de vedere grafic, diferite modele
polinomiale de regresie. Redlizati si analizati de asemenea comparativ, graficele
reziduurilor pentru modelele polinomiale de gradul 1, 5si 9. Tnurma acestor  analize,
alegeti cel mai potrivit grad.

2. Pe baza functilor MATLAB, refcurve, polyfit, polyval, reprezentati n acelasi
grafic, punctele si polinomul de regresie, pentru gradul aes la punctul 1, caculai
parametrii polinomului de regresie, pentru acelasi grad, calculati valoarea variabilel
raspuns VcV, estimata (previzionata) pe baza modelului pentru o valoare a glicemiel,
GS=8.6.

3. Tn vederea alegerii unui model optim, aplicati functia cftool pentru acelessi date,
utilizand modele polinomiale de diverse grade, modele exponentiale, modele putere,
modele Fourier, modele rationale. Comentati potrivirea fiecarui model la date, prin
analiza grafica (acurbel deregresie, aintervalelor pentru previziunesi a reziduurilor)
si prin analiza cantitativa (aintervalelor de incredere pentru coeficienti si a statisticilor
care dau calitatearegresiel).

4. Aplicand cftool creati doua modele noi, neexistente in baza de modele, unul care si
fie liniar in parametrii, respectiv un model neliniar in  parametri. Redlizai gustarea
datelor si comentati potrivirea acestor modele la date.
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3.4. Modele deregresie multipla
3.4.1. Fundamentarea modelului de regresie multipla

Atunci cand variabila raspuns, Y, depinde de doi sau ma multi factori
predictivi (explicativi), X, X,,.., X, regresa se numeste multipla si modelul
corespunzator va fi

Y = £(X,, X,y X ) +e (3.42)

p

Ca si in cazul modelului de regresie smpla, cel mai utilizat model de regresie
multipla este modelul liniar multiplu. Se numeste model de regresie, multiplu, liniar,
intre variabila Y si variabilele X,, X,,..., X, modelul

ngakxk+e. (3.42)

k=1

Problema regresiel multiple consta in studiul comportarii variabilel Y, Tn raport
cu factorii  X;,X,,...,X,. Acest studiu revine la evauarea parametrilor

(coeficientilor) de regresie, a,;,a,,...,a,. Estimarea coeficientilor de regrese se face

pe baza unui esantion de volumn.
In cele ce urmeaza va fi tratat modelul liniar, Tnsi multe dintre aspecte sunt
valabile si pentru un model oarecare. Daca scriem modelul pentru fiecare observtie,

i=1n, Yis Xios Xgsees X, AVEM Y, = 3 a.X, +€;. Modelul poate fi scris sub forma
k=1
meatriceala, folosind notatiile:

L Xg e %0

9 .
X=X, ) =€ 2 2T P nsp, (3.43)

n2 e an a

(YPYZ,---,yn)T En,
(2,0, )T 2P,
(e,.e,,...e )T A"

y(
ac

el

n

Astfel, modelul se poate scrie sub forma matricedlda y = xa+e. In vederea estimiarii

lui a, se gusteazd modelul prin criteriul celor mai mici patrate care consta in
minimizarea expresiei:

ee = én e’. (3.44)

i=1
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Daca rang(x)= p (coloanele matricei x, adica vectorii, X, X,,...,X,, sunt

vectori liniar independenyi), atunci solusia ajustarii prin criteriul celor mai mici
patrate este data de formula

a=(x&) 'x§. (3.45)

Noriuni utilizate Tn teoria modelelor de regresie; Se numeste valoare ajustata
sau prezisi a lui y (in modelul liniar), valoarea §¢<=(9,,,,....9,)1 B, definiti de
y = xa.Se numeste matrice de influensa a modelului, matricea H care transforma
valoareay, invaloarea gjustata, v, adici, y=Hy. Se numeste reziduu, valoarea
e=y- §=(I- H)y. In cazul modelului liniar, matricea de influenta are forma

H = x(x&) *x¢. Un caz particular al modelului liniar, care face mai usor trecerea la
modelul liniar smplu (cu o singura variabila explicativa), este modelul liniar cu
termen constant, care se obtine din modelul liniar inlocuind unul dintre predictori cu
vectorul constant (1,1,...,1).

Ipotezele modelului: Pentru ca estimatorii coeficientilor si aiba anumite
proprietati este necesar ca modelul s satisfaca anumite proprietati referitoare la
eroare. Astfel, avem conditizel N(g,s ?1), adici el N, E(e)=q,q =(0,0,..0)‘1
IR"si V(e)=E(e>ed=s 2l . Daca erorile indeplinesc aceasta conditie atunci modelul
se numeste modelul clasic Gauss Markov iar fara conditia de normalitate, modelul se
numeste doar Gauss Markov. Pentru eroarea care satisface aceste ipoteze se folossste
si denumirea de zgomot alb. Ipoteza ca eroarea este de medie nula, arata faptul ca
erorile din model nu sunt erori sistematice ci intamplatoare. Se mai spune ca modelul
este cu erori normale, independente si identic distribuite (i.i.d.). Conditia
V(e)=E(e>ed=s?l se poate scrie s sub forma, V(e )=s?2,"i=1n, (mode
homoscedastic) impreuna cu conditia cov(ei ,e j)= 0,"it j,i,j=4n (model cu erori
necorelate). O alta conditie, pe langa cele privind eroarea, este ca predictorii
(variabilele explicative) si nu fie corelati intre el. Pentru cazurile cand modelul nu
satisface una din conditii exista reguli de corectare a modelului, dar estimatorii
obtinuti nu mai au acelessi cdlitati. Nevalidarea acestor ipoteze duce la erori mari in
model, de aceea, pentru a nu compromite din start modelul, se incearca satisfacerea
acestor conditii. E bine de specificat ca, aceste conditii nu au legatura cu caracterul
liniar al modelului, de aceea le putem intélni si la alte modele, unde vor fi analizate in
mod asemanator.

In vederea analizei calitati modelului de regresie, se face inferenta asupra
coeficientilor estimati si asupra coeficientului de corelaie. Ca si in modelul simplu,
intervalele de incredere pentru coeficienti si pentru previziune, trebuie s fie cat mai
mici si dtatisticile de regresie, care se definesc similar cu cele de la cazul smplu,
trebuie sa fie optime. Se poate determina si un interval de incredere pentru eroare,
interval care trebuie si-1 contina pe 0, pentru un model in care erorile sunt acceptabile.
Atunci cand exista observatii pentru care intervalele de incredere pentru reziduul
corespunzator, nu-l contine pe 0, se prefera corectarea modelului prin eliminarea
acelor observatii din model. Metodele de comparatie grafica intélnite la modelul
smplu, nu ma pot fi foloste aici, deoarece ar trebui sa reprezentam date
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multidimensionale. Se pot utiliza insi grafice bidimensionale care sa redea pe rand
corelatia dintre variabila raspuns si céte un predictor.
Teste pentru coeficiensii modelului si pentru coeficientul de corelarie:

Ipotezele acestui test sunt ipoteza nula, H, :a, =al® si alternativael, H,:a, * a,
cellati coeficienti fiind in afara ipotezelor. Testul se fundamenteaza pe o dtatistica de

tip Student, cu n- p grade de libertate, n, numarul datelor, iar p, numarul
coeficientilor. Un caz particular a acestui test este cel a semnificaiei coeficientului
a,, test bazat pe ipotezele, H,:a, =0 si H,:a, * 0. Tn cazul in care ipoteza nula
Se accepta, avem o justificare pentru a elimina predictorul X, , din model, coeficientul

lui, nefiind semnificativ diferit de O.

Pentru a realiza inferenta asupra coeficientului de corelaie, se foloseste o
statistica F, de tip Fisher Snedecor, cu p-1 si n-p grade de libertate, si se emite ipoteza
nula, R = 0, ipoteza ce infirma regresia liniara. Pentru testarea ipotezei se ia in calcul
un anumit prag de semnificatie. Spre exemplu, in Matlab, se intoarce casi informatie
de regresie, valoarea calculata a statisticii F si p —valoarea asociata acestei statistici,
adici probabilitatea  critica, ¢=1- F_,, (Fuwaa). Dacd C£j,j , prag de
semnificatie, se respinge ipoteza nula.

In cazul regresiei multiple, apare problema ierarhizirii gradului de
importansa a predictorilor, Tn model pastrandu-se doar acei factori care au o influenta
semnificativa a variabilei raspuns. Exista doua metode de selectare a factorilor care
vor intra In model si anume regresa pas cu pas, directa (forward stepwise
regression), respectiv regresia pas cu pas invers: (backward stepwise regression).

In regresia directd, se analizeazia corelatia simpla dintre variabila raspuns si
fiecare predictor in parte prin coeficientul de corelaie, alegand cel ma puternic
predictor ca fiind variabila care are cel mai mare coeficient de corelgie si cea mai
mica probabilitate critica la tesul F, pentru coeficientul de corelaie. Cel mai puternic
predictor va fi prima variabila explicativa care intra In model. Dintre variabilele
ramase se alege aceea care are cea mai mare corelgie (abstractie facand de semn) cu
reziduurile modelului de la pasul anterior. Se repeta procedeul pani cand efectul
introducerii unei noi variabile in model devine nesemnificativ. Tn regresia inversi, se
procedeaza analog dar se porneste cu toate variabilele in model si se elimina pe rand
cele care nu au efect semnificativ. Pentru decizia finaa se iau in calcul ambele
metode.

Modele neliniare: Tn aplicatiile stiintifice, exista de obicei suficientd teorie
relevanta care sa impuna o anumita forma asa zisi mecanica a modelului, de obicei
neliniara. Modelele neliniare sunt dificil de gustat, necesitand presupuneri initiale
asupra coeficientilor si metode iterative. Un astfel de caz va fi prezentat in partea de
aplicatii a paragrafului.

in cele ce urmeazi vom prezenta ate doua probleme reale care necesita
utilizarea unui model multiplu si care vor fi apelate pe parcursul paragrafelor cu
aplicatii si teme de laborator.

p-1n-p

Problema 5. Corelatia dintre anumiti indicatori biologici pentru bolnavii
defibroza chistica.

Se congidera un lot de 25 de bolnavi cu fibroza chistici pentru care s-au
inregistrat datele privind presiunea statica maxima respiratorie PEmax (cm H,0),
considerata ca variabila raspuns, Y, varsta (ani), sexul (codat, 0-M, 1-F), inaltimea
H(cm), greutatea G(kg), masa corpului BMP(G/H?), volumul fortat expiratoriu ntr-o
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secunda FEV, volumul residual RV, capacitatea functionala reziduala FRC,
capacitatea totala a plamanului TLC. Din regresia pas cu pas, directd s-a obtinut
modelul PE max =124.83+1.64>G - 1.005:BMP. Din regresia pas cu pas inversa,
modelul rezultat este: PE max =126.334+1.536>G - 1.465°BMP +1.109:FEV . In
general, se pastreazi in modelul final, predictorii care apar in ambele modele, cu
coeficient semnificativ, adica, in acest caz, greutatea G si BMP. Datele sunt
prezentate mai jos, ultima coloana reprezentand valorile variabilei raspuns ([9]):

Varsta | Sexul | H G BMP|FEV | RV |FRC | TLC | PEmax
1 |7 0 109 | 131 | 68 32 258 183 | 137 |95
2 |7 1 112 | 129 | 65 19 449 1245 134 |85
3 |8 0 124 | 141 | 64 22 441 | 268 | 147 | 100
4 |8 1 125 | 16.2 | 67 41 234 146 |124 |85
5 |8 0 127 | 21.5 | 93 52 202 | 131 | 104 |95
6 |9 0 130 | 175 | 68 44 308 | 155 | 118 |80
7 |11 1 139 | 30.7 | 89 28 305 [179 | 119 |65
8 |12 1 150 | 284 | 69 18 369 |198 | 103 | 110
9 |12 0 146 | 251 | 67 24 312 194 128 |70
10 | 13 1 155 | 315 | 68 23 413 | 225 |136 |95
11|13 0 156 | 39.9 | 89 39 206 | 142 |95 110
12|14 1 153 | 421 | 90 26 253 [191 |121 | 90
13|14 0 160 | 45.6 | 93 45 174 | 139 | 108 |100
14| 15 1 158 | 51.2 | 93 45 158 | 124 | 90 80
15| 16 1 160 | 35.9 | 66 31 302 | 133 | 101 | 134
16 | 17 1 153 | 348 | 70 29 204 | 118 |120 | 134
17 | 17 0 174 | 44.7 | 70 49 187 | 104 | 103 | 165
18 | 17 1 176 | 60.1 | 92 29 188 | 129 | 130 |120
19| 17 0 171 | 42.6 | 69 38 172 | 130 | 103 | 130
20|19 1 156 | 37.2 |72 21 216 | 119 |81 85
21|19 0 174 | 54.6 | 86 37 184 | 118 | 101 |85
22120 0 178 | 64 86 34 225 | 148 | 135 | 160
23|23 0 180 | 73.8 | 97 57 171 | 108 |98 165
24| 23 0 175 | 511 |71 33 224 | 131 | 113 |95
25|23 0 179 | 715 | 95 52 225 | 127 101 | 195

Tabelul 3.3. Valorile indicatorilor medicali pentru 25 de bolnavi cu fibroz: chistica

Problema 6. Corelatia dintre rata reactiei si concentratiile reactantilor Tn
modelul Hougen-Watson.

Modelul Hougen-Watson de corelatie a ratei reactiel cu concentratiile
ax, - Xs/as
1+a,x +a;x, +a,X,
X, X,, X5, reprezinta concentratiile de hidrogen, n-pentan si izopentan. Valorile ratei
de schimb a reactiei sunt 8.55, 3.79, 4.82, 0.02, 2.75, 14.39, 2.54, 4.35, 13, 8.5, 0.05,

11.32, 3.13, iar valorile concentratiei reactantilor sunt prezentate, in ordinea descrisa,
prin datele de mai jos.

reactantilor ([25]) este dat de relatia, Ratareactiel = , unde
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Hidrogen n-Pentan | zopentan
285 80 10
470 300 120
470 80 120
470 80 10
100 190 10
100 80 65
470 190 65
100 300 54
100 300 120
100 80 120
285 300 10

Tabelul 3.4. Valorile concentrariei reactanyilor pentru modelul Hougen-Watson

3.4.2. Functii si aplicatii privind modelul de regrese multipla in
MATLAB

Functia nlinfit, analoaga functiel polyfit, se poate aplica si pentru cazul
regresiei multiple, fiecare coloama din matricea X, contindnd valorile pentru céte o
variabila explicativa, motiv pentru care va fi prezentata n acest paragraf, impreuna cu
functiile destinate regresiei multiple, regress, rcoplot si stepwise. Ca exemplu, vom
considera pentru Tnceput datele stocate in matricea,,moore” din MATLAB ([25]):

X1 X2 X3 X4 X5 Y

1125 | 232 | 7160 |85.9 | 8905 | 1.5563
920 | 268 |8804 |86.5 | 7388 | 0.8976
835 | 271 | 8108 |85.2 |5348 | 0.7482
1000 | 237 | 6370 |383.8 | 8056 | 0.716
1150 | 192 | 6441 |82.1 | 6960 | 0.313
990 | 202 | 5154 |79.2 | 5690 | 0.3617
840 |184 |589% |812 |6932 | 0.1139
650 | 200 |5336 |80.6 | 5400 | 0.1139
640 | 180 |[5041 |784 | 3177 |-0.2218
583 165 |5012 | 79.3 | 4461 | -0.1549
570 | 151 4825 |78.7 | 3901 |0

570 |171 [4391 |78 5002 | O

510 | 243 |4320 | 72.3 | 4665 | -0.0969
555 | 147 [ 3709 | 749 |4642 | -0.2218
460 | 286 | 3969 |74.4 | 4840 | -0.3979
275 198 | 3558 | 725 | 4479 | -0.1549
510 | 196 |4361 |57.7 |4200 |-0.2218
165 |210 |3301 |71.8 |3410 |-0.3979
244 | 327 2964 | 725 | 3360 | -0.5229
79 334 | 2777 | 71.9 | 2599 | -0.0458

Tabelul 3.5. Valorile celor 6 variabile din matricea ,, moore”
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Cu urmatoarele comenzi vom construi parametrii de intrare pentru functiile destinate
regresiei multiple:

>>| oad noore
>>X = [ones(size(noore,1),1) nmoore(:, 1:5)]
>>y noore(:, 6)

Sntaxa funcriel regress. Functia regress face parte din Statistics Toolbox si
permite determinarea parametrilor unui model multiplu de regresie liniara, Tmpreuna
cu intervalele de incredere. De asemenea, se ma poate returna ca rezultat, sirul
reziduurilor Tmpreund cu intervalele de incredere si cu céteva statistici care dau
calitatearegresiel. Sintaxa cea mai complexa este

>>[b,bint,r,rint,stats] = regress(y, X al pha).

-In parametrii de intrare y, respectiv X, se stocheaza datele inregistrate pentru
variabila raspuns, respectiv pentru variabilele factori, coloanele matricii X
reprezentand céte un factor. Tn parametrul de intrare alpha se stocheazi pragul de
semnificatie pentru intervalele de incredere determinate in cadrul regresiei.
-Tn parametrii de iesire b, respectiv bint se stocheaza vectorul parametrilor modelului,
ordinea fiind corespunzatoare ordinii din X, adica prima vaoare din b este coeficientul
primului  factor X,, iar bint stocheaza capetele intervalelor de incredere
corespunzitoare parametrilor de regresie. n r, respectiv rint se stocheazi vectorul
reziduurilor (de dimensiune egala cu numarul de date), respectiv intervalele de
incredere pentru reziduuri, iar in stats se returneaza in aceasta ordine, valoarea lui
R?, valoarea datigticii F asociate ipotezei ci toti coeficientii de regresie sunt O,
respectiv valoarea de semnificatie p, asociata acestui test. Pentru aplicarea corecta este
necesara redefinirea matricei X ca fiind X=[ones(size(y) X], astfel incét regresia si fie
cu termen liber si in acest caz primul parametru estimat este termenul liber. Spre
exemplu, pentru datele din matricea “moore” , stats = 0.8107 11.9886 0.0001, adica
0.8107 indica faptul ca modelul acopera datele in proportie de 80%, iar valoarea F=12
cu nivelul 0.0001 indica faptul ca este destul de improbabil ca toti coeficientii sunt
zero.

Sntaxa funcriel rcoplot: Functia rcoplot face parte din Statistics Toolbox si
are sintaxa:

>>rcoplot(r, rint).
Prin aceasta comanda se reprezinta grafic reziduurile calculate cu regress, Impreuna
cu intervalele de incredere, cele ma acceptabile reziduuri fiind acelea la care

intervalul de incredere 1l contine pe 0. Spre exemplu, la datele stocate in matricea
moore, graficul vafi urmatorul:
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Figura3.17. Vizualizarea datelor detip “ outlier” cu ajutorul intervalelor de incredere pentru reziduri

Tn fereastra graficului elementul ,outlier” a cirui interval de incredere pentru reziduu
nu-I contine pe 0 este desenat cu rosu, celelate segmente fiind desenate cu verde.

Sntaxa funcriel stepwise: Functia stepwise face parte din Statistics Toolbox si
permite utilizarea unei interfete interactive pentru determinarea factorilor cei mai
semnificativi pentru considerarea lor Th modelul liniar. Se poate aplica si pentru
regresia forward, plecand de la un factor si adaugand pe cel mai importanti, in functie
de anumite statistici de regresie obtinute, fie pentru regresia backward, plecand de la
toti factorii si eliminand pe rand cate unul care este mai putin semnificativ. Sintaxa
ese

>>stepwi se (X, V).

~

Pentru exemplificare vom considera o ata baza de date “hald” in care valorile
variabilelor factori sunt stocate in matricea “ingredients’ ([25]) ,

X1 | X2 | X3 | X4
/7 |26 |6 |60
1 |29 |15 |52
11 /5 |8 |20
11 |31 |8 |47
7 |52 |6 |33
11 |5 |9 |22
3 |71 |17 |6

1 |31 |22 |44
2 |54 |18 |22
21 |47 |4 |26
1 |40 |23 |34
1166 |9 |12
10|68 |8 |12

Tabelul 3.6. Valorile variabilelor ,, ingredients’ din matricea ,, hald”

iar valorile pentru variabila raspuns sunt stocate in vectorul ,, heat” :

78.5, 74.3, 104.3, 87.6, 95.9, 109.2, 102.7, 72.5, 93.1, 115.9, 83.8, 113.3, 109.4.
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Comanda
>>st epwi se(i ngredi ents, heat)

vaduce la deschiderea unei interfete interactive cu trei ferestre:
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Figura 3.18. Interfaya funcriei stepwise

In fereastra din stanga sunt afisate cu culoare verde, coeficientii Tmpreuni cu
intervalele de ncredere. Un factor este nesemnificativ pentru model, deci poate fi
exclus, atunci cand este nesemnificativ diferit de zero. In fereastra din stanga, un
astfel de coeficient va avea intervalul de incredere aga incét si-l contina pe O, iar linia
intervalului este reprezentata punctat. De asemenea, un interval de incredere scurt va
arata precizie In estimarea coeficientilor. Tn fereastra din mijloc avem informatiile
numerice privind coeficientii, intervalele de incredere, precum si céteva statistici de
regresie. Spre exemplu, modelul este cu atét mai bun cu cét are RMSE (eroarea) mai
mici si R-square mai mare. In ultima fereastra sunt reprezentate erorile RMSE cu
intervalele de ncredere corespunzatoare, consecutiv pentru fiecare model incercat.
Pentru a incerca si alte modele, adica a elimina sau adauga un termen, se face click pe
termenul corespunzator in fereastra din stanga, culoarea acestuia schimbandu-se din
verde in rosu, ceea ce Tnseamna ca factorul respectiv nu mai este in model, iar pentru
ceilalti factori se schimba informatiile Tn functie de determinarea acestui nou model.

Daci vrem si reintroducem factorul in model facem din nou click pe acel factor.

Atunci cand avem regresie backward, excluzand pe rénd céte un factor va fi de
preferat sa-1 excludem pe cel care are valoarea mai apropiata de zero. Cand comparam
modelele il vom piastra pe cel care are cel mai mare R-square, cea mai mica RMSE
(pe ultima fereastra se pot compara grafic), respectiv care are ca ma putini
coeficienti reprezentati punctat.
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Figura 3.19. Interfaga funcriei stepwise. Model cu trei termeni

In imaginea de mai sus, este reprezentat modelul cu trei termeni, oktinut prin
excluderea celui de-al treilea termen din cei patru, care era cel mai apropiat de 0. Se
vede ca primul coeficient devine astfel semnificativ diferit de zero, RMSE scade, iar
R-sguare scade nesemnificativ (artificial, datorita scaderii numarului de coeficienti).
Daca vrem si avem avem in model doar coeficienti semnificativi, atunci mai trebuie
sa continuam cu excluderea factorilor neimportanti. Vom incerca doua variante, una
n care excludem factorul al doilea din primii patru si ata din care excludem ultimul
factor. Pentru factorul a doilea exclus, obtinem,

E ER Yow st Tok Wida R

Figura 3.20. Interfara funcriei stepwise. Model cu primul si ulitmul termen

adica toti factorii ramasi sunt semnficativi, iar RMSE creste, respectiv R-square scade
nesemnificativ, RMSE=2,734, R-square=0,9725. In cazul 1n care excludem ultimul
factor si 1l reintroducem ih model pe cel de-al doilea, obtinem:
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Figura 3.21. Interfaya funcriei stepwise. Model cu primii doi termeni

adica, avem de asemenea ambii factori ramasi semnificativi, iar RMSE=2,406, R-
square=0,9787. Deci, cum RMSE este mai mic si R-square mai mare, preferam
aceasta ultima varianta. Pe graficul din ultima ferestra prima bara reprezinta versiunea
Cu patru termeni, a doua versiunea cu trei, a treia versiunea cu doi factori, prin
excluderea celui de-al doilea, a patra din nou versiunea cu trei factori dupa
reintroducerea in model a factorului a doilea, iar ultima versiunea cu doi factori dupa
excluderea celui de-al patrulea. Daci am incercda si excludem mai mult, eliminand si
factorul a doilea, raméanand cu un model cu un singur factor, primul, care pare cel
mai semnificativ, se poate observa ca R-square scade exagerat de mult, in timp ce
RMSE creste prea tare, asa cum se poate observa si in figura urmatoare, prin urmare,
pastram in model primii doi factori.
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Figura 3.22. Interfasa funcriei stepwise. Model cu un singur termen
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Sntaxa funcriel nlinfit: Functia se bazeaza pe gustarea neliniara prin metoda
iterativa Gauss-Newton, estimand coeficientii unui model neliniar:

>> petahat = nlinfit(X y, FUN, beta)

- parametrii de intrare: X, respectiv y, stocheaza valorile variabilelor factor, respectiv
ale variabilel raspuns, FUN contine functia prin care se doreste gjustarea si care
trebuie definita cu procedura FUNCTION din MATLAB, de forma
yhat = myfun(beta,X) iar beta contine vectorul valorilor de initializare pentru
coeficientii ce urmeaza afi determinati.
- parametrii de iesire: betahat este vectorul estimatiilor coeficientilor modelului
descris de functia FUN.

Pentru exemplificare, vom considera modelul Hougen-Watson descris in

X, - Xs/as
1+a2X1 + a3x2 +a4X3 .
si datele din fisierul MATLAB “reaction” cu variabilele factori “reactants’ si
variabila raspuns , rate”, care contin date simulate pentru acest exemplu ([25]). Se

poate observa ca factorii nu intra liniar in model. Functia Hougen data de ecuatia de
mai sus se defineste intr-un fisier cu extensia.m, continand urmatoarele linii de cod:

Problema 6 din subparagraful 3.4.1, de ecuatia ratareactiei =

>>f unction yhat = hougen(beta, x)

>>p1 = beta(l);
>>p2 = beta(2);
>>h3 = beta(3);
>>hb4 = beta(4);
>>hb5 = beta(b);
>>x1 = x(:,1);
>>x2 = x(:,2);
>>x3 = x(:,3);

>>yhat = (bl1*x2 - x3/b5)./(1+b2*x1+b3*x2+b4*x3) ;

Pentru a gjusta datele cu aceasta functie se precizeaza un vector pentru beta, de
exemplu, beta=[1; 2; 5; 1; 3] si se da comanda

>>petahat = nlinfit(reactants,rate,'hougen', beta)

Se obtine rezultatul bet ahat = (1.2526 0.0628 0.0400 0.1124 1.1914).

3.4.3. Temedelaborator in MATLAB
Tema3

1. Incarcati fisierul care contine datele Problemei 5, descrise in subparagraful
3.4.1. Alegeti cel mai bun model liniar pentru aceste date, utilizand functia
stepwise.

2. Determinati caracteristicile modelului  (valoarea coeficientilor, reziduurile,
intervale de incredere pentru acestia, etc.) cu functia regress. Reprezentati grafic
reziduurile.

3. Propuneti pentru aceste date, un model neliniar in parametrii si lucrati pe acel
model cu funtia nlinfit.
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Capitolul 4

Procese stochastice stationar e aplicate
Tn procesar ea semnalelor

Modelele probahiliste formeaza fundamentul teoriei informatiel. Informatia ca
atare este cuantificata in termeni de logaritimi si probabilitati. Modelele probabiliste
sunt folosite pentru a caracteriza si prezice aparitia unui eveniment aleator in arii
diverse precum predictia numarului de apeluri telefonice de pe o magistrala intr-o
anumita perioada a zilei, modelarea traficului auto, modelarea datelor financiare,
predictia efectelor medicamentelor in functie de datele experimentale etc. In
procesarea semnalelor modelele probabiliste sunt folosite pentru a descrie varigiile
semnalelor aleatoare in aplicaii precum recunoasterea formelor, codarea semnalelor
si estimarea lor. Tn acest context procesele stochastice sunt clase de semnale a ciror
fluctuatie Tn timp este partial sau complet aeatoare, ca de exemplu vorbitul, muzica,
imaginile, zgomotele si semnalele video. O descriere completa a acestor semnale se
realizeaza cu ajutorul unui model probabilistic, dar ele pot fi caracterizate si cu
gutorul unor instrumente statistice simple precum medie, corelaie sau densitate
spectrala.

4.1. Semnale aleatoar e si procese stochastice

Semnalele, n functie de caracteristicile lor fundamentale pot fi clasificate n
doua categorii: semnale deterministe si semnale aleatoare. In limbajul teoriei
procesirii semnalelor functiile aleatoare de timp se mai numesc semnale stochastice.
In fiecare clasi in parte, un semnal poate fi continuu sau discret (ca functie de timp) si
poate avea de asemenea amplitudine continuu sau discret valuata.

Un semnal deterministic poate fi definit ca unul de parcurge o traiectorie
predefinita n timp si spatiu. Fluctuatiile exacte ae unui semnal deterministic pot fi
complet descrise n termeni de functii de timp, iar valoarea exacta a semnalului la un
anumit moment este predictibila Tn functie de descrierea functionala a istoriei trecute a
semnalului. De exemplu o0 unda sinusoidala x(t) poate fi modelata si prezisa cu
acuratete fie printr-un model predictiv liniar de ordinul doi fie prin mult mai familiara
forma ecuationala x(t) = Asin(2p ft+f).

Semnalele aleatoare au fluctuaii impredictibile; ca atare nu se poate formula o
ecuatie care si-i prezica valoarea exacta in functie de istoria trecuta a semnalului.
Majoritatea semnalelor, ca vorbitul sau zgomotele sunt, cel putin in parte, semnale
aleatoare. Conceptul de aeator este strans legat de conceptele de informaie si
zgomot. Tntr-adevir, o mare parte din procesarea semnalelor aleatoare are de a face cu
extragerea informatiei din observarea zgomotelor. Daca un semnal ar fi sa aiba
capacitatea de a cuprinde informatie, atunci el trebuie sa aiba un anumit grad de
aleator: un semnal predictibil nu mai contine informatie. De aceea partea aleatoare a
unui semnal este continutul informational a semnalului sau zgomot sau ambele. Desi
un semnal aleator nu este complet predictibil, acesta prezinti un set de caracteristici
statistice bine definite precum minumul, maximul, media, mediana, varianta si
densitatea spectrala.
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4.1.1. Tipuri de procese stochastice

Tn general prin proces stochastic intelegem un sir infinit de variabile aleatoare
(X(0), X(1),K) cu céte o variabila aleatoare pentru fiecare moment de timp si valorile
(sau redlizarile) acestora se reprezinta ca un sir infinit de numere (X{0],X1],K). Un
proces aleator se va nota succint X[n] avand realizarile xn], n parcurgand multimea
numerelor naturale, adicai n=0,LK. Folosm parantezele drepte pentru a indica
faptul ca lucram cu parametru de timp discret. Tn consecinti, folosim si terminologia
proces aleator cu parametru de timp discret vs. proces aleator cu parametru de timp
continuul.

De multe ori insa avem nevoie sa privim un proces ca avand trecut infinit, deci
cu parametrul de timp parcurgand multime intregilor si nu ,doar” multimea numerelor
naturale. Un astfel de proces 1 vom numi proces infinit spre diferenta de cel definit
anterior, care se mai numeste proces semi-infinit.

Dupa valorile proceselor, discrete sau continue, distingem intre procese cu
parametru de timp discret s valori discrete (DTDV), respectiv celelate posibile
combinatii, anume procese cu parametru de timp discret si valori continue (DTCV),
procese cu parametru de timp continuu si valori discrete (CTDV) sau procese cu
parametru de timp continuu si valori continue (CTCV). Acestea nu sunt insi singurele
posibile, ci mai distingem multe alte tipuri de procese atét in functie de multimea
parcursa de parametrul de timp ca si de multimea unde procesul ia valori
(vezi [16]).

Un alt tip de clasficare este cel dat de anumite proprietati ale procesului, in
gpecial de proprietati ale functiei sale de corelatie. Astfel daca functia de
(auto)corelatie este invarianta la trandatie vorbim despre procese starionare, iar daca
functia de (auto)corelatie a procesului are o reprezentare integrala, vorbim despre
procese armonizabile (vezi si [16 83.1, 83.4]). Avand in vedere insa ca n procesarea
semnalelor cea mai buna modelare o confera procesele stationare, vom introduce in
sectiunea urmatoare mai in detaliu acest tip de proces aleator.

4.1.2. Caracteristici ale proceselor aleatoare

Vom incepe prin a amiti céteva marimi ce caracterizeaza o variabila
aleatoare. Funcyia de probabilitate a unei variabile aleatoare X, notata P, (¥, vafi o
functie definita prin relatia P, [B] = P[X T B], pentru fiecare boreliani B.

Doua variabile aleatoare X si Y se zic identic distribuite, X~Y, daca functiile
lor de probabilitate sunt egale, i.e. P,[B] =R [B], pentru orice boreliani B.

Funcria de repartifie a unel variabile aeatoare X va fi data de relatia
F(xX) =P[X £ X], pentru orice X.

Tn cazul unei variabile aleatoare discrete distingem funcfia de probabilitate Tn
mas: (sau Probability Mass Function) data de p,(x)=P[X =x], care permite

exprimarea functiei de probailitate cao suma P,[B] =P[X1 B]= é Py (X) .
px (x)>0
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Media unei variabile aleatoare, E[X] se defineste prin integrala Stieltjes
E[X]:(‘ixde(x), in cazul unel variabile aleatoare continue sau prin suma

E[X] = é Xp, (X), In cazul unei variabile aleatoare discrete.

Px (>0

n functie de medie definim dispersia (sau variansa) unei variabile aleatoare
prin Var[ X] = E[(X - E[X])?] = E[X?]- E’[X].

Pentru doua variabile aleatoare definim covarianta, ca fiind data de
COV[ Xl’ Xz] = E[ Xlxz] - E[ Xl] E[ Xz] = E[(Xl - E[ Xl])(XZ - E[ Xz])] . Daca Xl = Xza
atunci avem CoV X, X] =Var[ X].

Daci notim cu s :=Var[X] (deviasia standard a variabilei aeatoare X)
atunci corelafia a doua variabile aeatoare X;,X, se defineste ca
Cov{ X, X,]

2o2
XlS X,

r(Xy, X;) =

Avand in vedere ca un proces adeator poate fi asmilat unei functii definite pe
multimea parametrului de timp cu valori variabile aleatoare, toate marimile definite
mal sus se aplica componentelor proceselor aleatoare. Astfel corelaia dintre doua
variabile aeatoare se transforma in functie de (auto)corelayie. Daca prin abuz de
notatie vom folos pentru un proces aeator notaia generica X, atunci functia de
(auto)corelatie a procesului se va defini prin

ry (s,1) =r(X(9), X (1)),
unde X(s) si X(t) reprezinta variabilele aleatoare asumate de procesul stochastic X la
momentul s, respectiv t.

4.2. Procese stationar e cu parametru discret de timp

Am amintit la finele lui 4.1.1 proprietatea unui proces aleator de a fi staionar.
De fapt distingem intre doua tipuri de stationaritate. Un proces aleator este stayionar
daca functia de probabilitate Tn masa (PMF) comuna pentru orice esantion finit este
invarianta la trandatia n timp. Aceasta conditie poate fi ,relaxata” prin impunerea
invariantel la trandatia in timp a functiei de (auto)corelaie. Tn aceste conditii, vorbim
despre starionaritate daba. Invarianta la trandatia in timp a functiei de (auto)corelatie
se traduce prin dependenta acesteia de diferenta dintre variabilele sale si nu de fiecare
variabila in parte. Putem asadar spune ca pentru un proces dab stationar are loc

r [K] =r(X[n], X[n+K]) = E[ X[n] X[n+K]], (4.1.1)

de unde deducem ci r,[0]>0. In plus, este usor de observat ci functia de
(auto)corelatie astfel definita este o functie para, adica areloc r,[K] =r,[- K].
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Exemplul 4.1 (Zgomot alb gaussian): Zgomotul alb gaussian este un proces
aleator X[n], independent identic distribuit (I11D) cu distributia data de

1
%2%+
(%]

o:

exp?é\@

By () = ——
§ V2ps ?

Fiecare variabila aleatoare componenta a unui zgomot alb X[n,] este de

medie nula si are aceeasi varianta. Avand in vedere ca este vorba de un proces 11D,
acesta este si stationar. Stationaritatea fiind insa o conditie prea restrictiva, vom defini
n continuare zgomotul alb mai general (adica sa fie dab stationar). Astfel, un zgomot
alb este un proces slab stayionar de medie nula cu varianya identica s % cu esantioane
necorelate. In acest caz obtinem pentru functia de (auto)corelatie
ry [K] = ELX[N] X[Nn+K]]

=E[X[n]]E[X[n+K]] k! O (esantioane necorelates de medie nula)

=E[X?[n]]=s® k=0 (esantioane de variantaegala).
Ca atare avem

r [K] =s “d[K]. (4.1.2

Exemplul 4.2 (Proces medie mobila): Procesul medie mobila este un proces
definit prin

Xﬁﬂ:%@Hm+Uﬁrﬂ) - ¥ <n<¥,

unde U[n] este un zgomot alb de varianta s > . Urmitorul cod MATLAB este folosit
pentru a obtine o realizare a unui proces medie mobila.

randn(' state', 0)
u = randn(21,1);

for i=1:21
if i==1
x(i,1)=0.5*(u(l)+randn(1,1)); %nitializarea sirulu
el se
X(i,1)=0.5*(u(i)+u(i-1));
end
end

Procesul medie mobila exprimandu-se ca si combinatie liniara a unui zgomot
alb, deducem cu usurintd ca acesta este de medie nula si stationar, avand functia de
(auto)corelatie

IT k=0
r [K] :.lT k=+1 (4.1.3)
0 inrest.
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Exemplul 4.3 (Proces autoregresiv): Un proces autoregresiv este un proces
dab stationar de medie nula ce satisface ecugtia cu diferente recursiva

X[n]=aX[n- 1] +U[n] - ¥ <n<¥, (4.1.49)

unde |a|<1 si U[n] un zgomot alb. Un proces de acest tip se dezvolta dupa modelul
M

X[0] =aX[- J+U[0]

X[1] =aX[0]+U[]]

X[2] =aX[]+U[2]
Sa observam ca X[n] depinde doar deNl/anriIe prezente si trecute ale zgomotului ab
U[n]. Se poate chiar arata ca

E[X[NU[n+Kk]]=0,k3 1. (4.1.5)

Conditia |a|<1l este necesara pentru a asigura stationaritatea procesului. Daca
considerim varianta zgomotului alb s> =1- a* obtinem r,[0] =1. Dam n continuare
un cod MATLAB pentru generarea unor realizari de procese autoregresive.

clear all

randn(‘ state’, 0)

al = 0.25; a2 = 0.98;

varul = 1-al”2; varu2 = 1-a2"2;

varxl = varul/ (1-al”2); varx2 = varu2/(1-a2"2);

x1(1,1) sqrt(varx1)*randn(1, 1);

x2(1,1) = sqgrt(varx2)*randn(1,1);

for n = 2:31
x1(n, 1)
x2(n, 1)

end

al*x1(n-1) + sqrt(varul)*randn(l,1);
a2*x2(n-1) + sqrt(varu2)*randn(1,1);

Sa determinam acum functia de (auto)corelatie. Din (4.1.4) avem pentru k3 1
ry [KI = ELX[N] X[ +K]]

= E[X[n](aX[n+k- 1] +U[n+K])]

=aE[X[n] X[n+k- 1]

=ar, [k-1]
Pentru trecerea de la a doua egdlitate la a treia am folosit (4.1.5). Solutia ecuatiei
liniare cu diferente recursivi se observa imediat a fi r, [k] =ca“, cu ¢ o constanti si
k3 1. Cum pentru k=1 rezulta ca r,[1] =ca, deducem ca c=r,[0]. Se poate chiar
arataca

(4.1.6)

r [k] =—Y—a" - ¥ <k<¥. (4.1.7)

SZ
1- a2
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4.3. Procese aleatoare laiesirea dintr-un filtru liniar

Consideram efectele unui sistem liniar invariant la trandaie (linear shift
invariant system — LSl ) asupra unui proces dab stationar cu parametru de timp
discret. Vom ma numi un astfel de sistem filtru. Fie asadar U[n] procesul stationar

care intra (input-ul) in filtru si X[n] procesul stationar la iesire (output-ul). Un bun
exemplu este procesul medie mobila (Moving Average) care apare ca output la un
proces de tip zgomot alb gaussian (white Gaussian noise). Mai precis un proces MA
are forma X[n]=(U[n]+U[n- 1)/2, unde U[n] este un proces de tip zgomot alb
gaussian (wGn) si poate fi obtinut prin actiunea sistemului (filtrului)

13 k=0

Nkl={1 k=1

¥O in  rest
asupra unui zgomot ab (proces wGn) U[n]. Tn adevir, daca actiunea sistemului se
traduce prin produsul de convolutie discret X[n] = 5 h[KJU[n- k] obtinem output-ul

k=-¥

X[n] = hOJU[n] + U [n- 1]

=U[n]+-U[n- 3

:%(U[n]+u[n- 1)

adica un proces MA.

In general un sistem liniar S| (Shift Invariant) va fi specificat in forma de mai
Sus cu -¥ <k<¥ sau in mod echivalent prin funcfia sa de sistem, definita ca
transformata in z (Laplace) a raspunsului laimpuls. Functia de sistem este asadar data
de

¥
H(z)= § hK]z "~ (4.3.1)
k=-¥
Tn plus mai avem nevoie de funcria de transfer frecvensiala a sistemului liniar S| care
se defineste ca fiind transformata Fourier discreta a raspunsului Tn impuls, deci data
de

H(f)= 5 H k] exp(- 2pifk). (4.3.2)
Aceasta functie ne indica efectul sisterknuTui asupra unei secvente de input sinusoidale
complexe u[n] =exp(2pif,n) pentru -¥ <n<¥ . Se poate arata ca raspunsul
sstemului la acest input este x{n] =H(f,)exp(2pif,n) =H(f,)u[n]. Observam ca
actiunea sistemului modifici amplitudinea sinusoidei complexe prin |H(f,)| si faza cu
I H(f,), dar pastreaza n rest secventa sinusoidala complexa. De asemenea, este de

notat ca functia de transfer frecventiala se poate obtine imediat din functia de sistem
prin formula H(f)=H (exp(2pif)). Pentru procesul MA din exemplul de mai sus
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functia de sstem este H(2) = % +% z*, iar functia de transfer frecventiali este functia
de sistem in care z este inlocuit cu exp(2p if ) , ceea ce ne conduce la

1 1 .
H(f)==+=exp(- 2pif ).
(H=5+3 p(- 2pif )
Vom introduce cu gjutorul unui exemplu caracteriticile unui proces aleator de output.

Exemplul 4.4. Consideram U[n] un proces stationar de medie m, si functie de
(auto)corelatie r,[Kk] cainput ntr-un sistem liniar Sl cu raspunsul laimpuls dat de

i (O] k=0
hk] =1 h[1] k=1
10 in rest.

Acest sistem liniar se mai numeste filtru cu raspuns la impuls finit, deoarece are un
numar finit de esantioane nenule ca raspuns la impuls. Cautam sa determinim daca
output-ul din acest filtru este de asemenea stationar si daca da atunci cum se modifica
media si functia de (auto)corelatie.
Procesul de output va fi asadar
X[n] =h[OU[n]+hU[n- 1],
iar sirul mediilor vafi
E[X[n]] = h[O]E[U[n]] + I E[U[n- 1]

= [0, +h[]m,
= (h[0] + h[1]) m,
deci constanta n timp, data de
m, = (h[0] + 1) m .
De asemenea din (4.3.2) aceasta se poate scrie sub forma
¥
m, :ké¥ hk]exp(- 2pifk)| M =H Q).

Asadar media output-ului este modificata de functia de transfer frecventiala evaluata
inf = 0. Raimédne de vazut daca E[ X[n]X[n+ k]| depinde sau nu de n. Calculand

E[X[nIX[n+K]] = EZhOU[n] + U [n- 1) (h[OJU[n+K] + AU [n+k- 1)y
=W[O]E[U[NU[n+K]] + hOJNLE[U[nU[n+K- 1]]
+h[JNO]E[U[n- JU[n+K]]+h[QE[U[n- JU[n+k- 1]]
= (h?[0] +h°[1) v, [K]+ h[OJh1]r, [k - 1] +h{A]h[O]r, [k +1],

deci nu depinde de n. Ca atare X[n] este proces stationar cu functia de (auto)corelatie

r, [K1 = (W0] + W[ r, [K] + HOJ2lr, [k - 1+ HINOlr, [k +1].  (4.3.3)
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Sa aratam in continuare ca functia de (auto)corelatie a proceselui output dintr-
un sistem liniar Sl se poate scrie sub forma unei convolutii multiple de siruri. Pentru
aceasta consideram (4.3.3) si fie

g[0] = h*[0]h*[1]
g[1] = h[O]h[1]
o[- 1 =hh0]
cu zero inrest. Atunci
r[K] = 0[O, [K] + g[lr, [k - 1+ o[- r, [k +1]

=a olilnlk- il (434)

= g[k]* r,[K] (definitia sumei de convolutie).
De asemenea, este usor de aratat (prin calcul direct) ca

o[kl = Elh[- jlhlk- ] (4.3.5)

= h[- k]* hK]
si caatare din (4.3.4) si (4.3.5) obtinem rezultatul final
r«[K] = (h[- K]* h[K])* 1, [K]
= h[- kK]* h{Kk]* r, [K].
Am omis parantezele in (4.3.6) tindnd cont de asociativitatea si comutativitatea
operatiei de convolutie.
Pentru a obtine densitatea spectrala a procesului X[n] observam din (4.3.2) ca

transformata Fourier a raspunsului la impuls este functia de transfer frecventiaa si
deci

(4.3.6)

F {h[k]} =H(f)

F {h[- k]} =H"(f)
unde cu F am notat transformata Fourier discreta. Transformata Fourier aplicata
relatiei (4.3.6) ne da

P (f)=H (f)H(F)R, (),
sau
R () =[H(F) R ().

Aceasta este relatia de baza intre densitatea spectrala a procesului de output si cea a
procesului de input, adica densitatea spectrala de output este densitatea spectrala de

input Tnmulsita cu patratul magnitudinii funcriel de transfer frecveryriale. Faptele
enuntate mai sus pot fi cumulate Tn urmitoarea teorema.

Teorema 4.1 (Caracteristici ale procesului aleator la output-ul unui sistem
liniar Sl). Daca un proces sab stasionar U[n] de medie m, si funcsia de
(auto)corelarie r,[Kk] este input-ul unui sistem liniar 9 care are un raspuns la impuls

K] s raspuns in frecvenva H(f), atunci procesul de output
¥

X[n] = é .y NIKJU[Nn- k] este de asemenea slab stayionar si
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m, = & hkim =HOm, 4.3.7)

r, [K1= - K] * h{K]* 1, [K] (438)

R () =[H(DI"R (). (4.3.9)
Demonstratie. Media la output este datﬁ de

m, = E[X[n]] = Eea h[KJU[n- k]u

¥
o

= 4 hKIE[U[n- K]

¥
= & hlklm, =HO)m,  (U[n] este stationar)
k=-¥
si nu depinde de n. Pentru a determina daca putem defini densitatea spectrala

consideram E[X[n]X[n+K]] . Aceasta devine

E[X[NX[n+k]] =E¢& a hilU[n- I]a h{jlU[n+k- J]u
G=¥ i=

¥ ¥
_ 9 [o] . . i i
=a a flini] ilzm%;i%zw
fy k- j+i
deoarece U[n] este stationar. Cum expresia anterioara nu depinde de n deducem ca
X[n] este de asemenea stationar. Functia de (auto)corelatie este asadar

¥ ¥
rdkl=a & hilhliilk+i)- il
i=-¥ j=-¥
$ | .38 i .
= hil & hlilnlk+i)- jl,
=¥ 194492444443
glk+i]
unde am notat

o[ = h{m]* r, [m]. (4.3.10)
Pe de alta parte avem ca

rx[K]= a hli]glk +i]

h[ llglk-1]  (puneml =-i)

= h[ K]™* g[k].
Din (4.3.10) insa g[k] = h[k]* r,[K] si caatare
r[K] = h{- K1* (h{K]* 1, [K])
=h[- K]* h[k]* ry [K]
Pentru formula de densitate spectrala (4.3.9) aplicam transformata Fourier la (4.3.11)
si tinem cont de faptul ca F {h[- k]} =H"(f).

n QJO*K I_«<

(4.3.11)
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Un caz particular special apare cand procesul de input este zgomot alb. Folosind
particularitatea zgomotului alb si anume, ci densitatea spectrala este R, (f)=s/,
conform (4.3.9) obtinem
P (f)=|H(f)’s?. (4.3.12)

Folosind apoi r,[k] =s 2d[K] in (4.3.8) functia de (auto)corelaie la output devine

ry[k]=hl- k]* h[k] *s Sd[K]
si tindnd cont ca hk]* d[K] = h[K]

re[Kl=s ghl- k]* hik]

¥
=s2Q h-ilh[k- i].
i=-¥
Punénd m=-i obtinemin cele din urma

r [K] =sjé¥_ himh[m+k] - ¥ <k<¥. (4.3.13)

i=¥

Exemplul 4.5 (Proces autoregresv (AR)): Vom determina functia de
(auto)corelatie si densitatea spectrala pentru acest tip de procese folosind conceptele
descrise anterior de sistem liniar SI. Reamintim ca un proces AR se defineste prin
X[n] =aX[n- 1J+U[n] si poate fi privit ca outputul unui sistem liniar SI, avand
functia de sistem data de

1

1- az*
si input-ul fiind un zgomot alb U[n]. Fie acum u[n] un sir determinist cu
transformata z U(z) si Xn] sirul determinist de output cu transformata z
corespunzatoare X (z) . Din definitiafunctiei de sistem avem

H (Z) = @

U(2)

de unde deducem formula pentru transformata z a procesului de output

H(2) =

X(2)=H(9U(2)

1
= u(z2).
1- azt (2)

Adtfel,
X (2)- az'X(2)=U(2)

ceea ce prin tranzformata z inversi se traduce in ecuatia cu diferente

Xn]- aqn- 1 =u[n] (4.3.19)
care este echivalent cu definitia procesului AR cénd inlocuim input-ul si output-ul cu
procese aleatoare.

Densitatea spectrala la output se obtine din (4.3.12) ca
R (F) =[H (exp(2pif )['s
g2 (4.3.15)

- [1- aexp(- 2pif )|2
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ceea ce coincide cu rezultatele anterioare. Pentru a determina acum fundia de
(auto)corelatie putem lua transformata Fourier inversi la (4.3.15) sau putem folos
(4.3.13). Cea de-a doua abordare este n general mai usoara. Pentru a gas raspunsul la
impuls putem folos (4.3.14) cu input-ul d[n] astfel ca output-ul sa fie prin definitie
h[n]. Cum gistemul liniar SI se presupune a fi cauzal, va trebui si determinam o
solutie pentru ecuatia cu diferente h[n] =ah[n- 1] +d[n] pentru n>0 cu conditia
initiala h- 1] =0. Conditia initiala este zero din cauza presupunerii ca sistemul liniar
este cauzal, un asemenea sistem neputand produce un output nenul — h[- 1] — Tnainte
de a putea fi aplicat unui input, in cazul de faa la momentul n=0 cu inputul d[n].
Obtinem astfel h[n] =a"u[n], unde u[n] este pasul unitate. Asadar (4.3.13) devine,
pentru k3 0

¥
rkl=s$ @ amufmla™ u[m+Kk]

m=- ¥
2 k g 2m . .. - - .
=sja‘g a (m3 0s m+k?3 0 pentru termenii nenuli ai sumei)
m=0
a.k
=s/ 7 (deoarece [a| <1)

si ca atare avem pentru k arbitrar

a.k

1- a®’

rlkl=s]

Sa ma notam ca sistemul liniar SI amintit aici este un filtru cu raspuns la
impuls infinit, deoarece raspunsul la impuls dat de hn] =a"u[n] este de lungime
infinita.

Exemplul 4.6. Proces aleator medie mobila (M oving Average).

Folosm (4.3.13) pentru a determina functia de (auto)corelatie a unui proces

U[n]+U[n- 1
2

MA. Reamintim definitia unui proces MA ca X[n]= , cu U[n] un

zgomot ab (wGn). Este dega evident ca functia de sstem este data de
H(2) :%+%z‘l si raspunsul la impuls este hm] :% pentru m= 0, 1 si zero in rest.
Din (4.3.13) obtinem

¥

rdkl=sg & himlhim+Kk]

m=-¥
1
=s @ himh[m+K],

m=0

deci pentru k3 0
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sZa . hm k=0
ndkl=is28 _ hmlhm+1] k=1.
0 ks 2

|
| k=0
i 8 29 8221,3 2
i

ol 6_S;

x[K] | 85855856_ 2 k=1
i
| k3 2
i

ceea ce coincide cu ce am obktinut anterior.

4.4. | nter pretarea densititii spectrale

Vom arita ca densitatea spectrala, integrata pe o banda de frecventa ne da
puterea medie Tn acea banda. Aceasta permite densitatii spectrale sa fie privita ca
puterea medie pe unitatea de frecventa. Vom mai aminti 0 metoda de masurare a
puterii medii a unui proces dab stationar intr-o banda ingusta de frecventa. Pentru
aceasta vom filtra procesul cu gutorul unui filtru de banda ingusta cu functie de
transfer frecventiala

H(f)—| -f - T EFE-f+2 f-TEFEF+T
10 inrest

Latimea benzii de trecere afiltrului Df se presupune foarte mica. Daca un proces dab
stationar X[n] este input-ul i acest filtru, atunci procesul stationar de output-ul Y[n]
va fi compus din componentele de frecventa Situate in interiorul benzii Df , restul
fiind ,filtrate”. Puterea medie totalda la procesul de output Y[n] este r[0] si
reprezinté suma puterilor medii a procesului X[n] din range-ul benzilor

& fo- 3.- fo+ 3 si &fy- 5. f, + 5. Acestea se deduc din fomula
0] = ¢ R (f)df .

Folosind acum (4.3.9) si definitia raspunsului in frecventa a filtrului de banda ingusta
obtinem
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[0 = §, R, ()

S P (F)df

(NI

fo+

- fo+ G Jotrz
0O, %1><Px(f)df +QO_%1XPx(f)df

0"

+.

fo
-

2Q

N N2

1@, (f)df (decarece P, (- ) =P, (f)).

Daca lasaim Df ® 0, astfel incét P (f)® P (f,) Tn intervalul de integrare, aceasta
devine
r,[0] = 2P (f,)Df
sau
Pc(fo) :% I’grO] -
Cuminsi r,[0] este puterea medie totald n raport cu componentele de frecventa din

cadrul benzilor considerate, care este dublul puterii medii totale Th banda pozitiva de
frecventa, avem ca

_ Putereamedie totalain banda gf, - 2.1, +%H

P (1) = -

(4.4.1)

Aceasta inseamna ca denditatea spectrala P, (f,) este puterea medie a lui X[n]
intr-o banda ingusta de frecverya in jurul lui f = f, Tmparfita la lafimea benzi. Se
justifica astfel terminologia de densitate. Pentru a obtine puterea medie din cadrul
unei benzi de frecventa din densitatea spectrald inversam relatia (4.4.1) pentru a
obtine
Puterea medie totalain banda gf, - 5-, f, +5-f= P (f,)Df ,
ceea ce reprezinta aria de sub graficul denstatii spectrale. Mai general, pentru o
banda de frecventa arbitrara avem
Putereamedietotalain banda [ f,, f,] = C‘SZ P, (f)df

dupa cum am enuntat mai devreme.

4.5. Filtrare Wiener

Abordarea generica a determinarii mediei si functiel de (auto)corelatie sau a
mediei si densitatii spectrale se va numi filtrare Wiener, cu toate ca vor fi de fapt
patru probleme distincte care se vor grupa sub aceasti denumire si anume filtrare,
netezire, predicsie si interpolare. Tn problema de filtrare presupunem ca un semnal
S n] este perturbat (corupt) aditiv de un zgomot W[n] rezultand un proces X[n].

Dorim sa estimam g n] prin filtrarea lui X[n] cu gutorul unui filtru liniar Sl cu
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raspunsul la impuls h[K]. Intentionam ca filtrul si reduca zgomotul si sa permita
semnalului s ,treaca”. Filtrul estimeaza un esantion particular a semnalului, de ex.
gn,], procesand esantionul curent X[n,] precum si esantioanele trecute
{X[n0 -1, X[n, - 2],K} . Ca atare, filtrul se presupune afi cauzal, adici cu raspuns in
impuls k] =0 pentru k < 0. Aceasta ne da estimarea

Sing] =& hKIX[ny - K] (45.1)

care depinde de esantionul curent si esantioanele anterioare observate. Presupunem

esantioanele anterioare corelate cu semnalul prezent, ceea ce a trebui @
imbunatateasca considerabil estimarea. Aceasta problema de filtrare poate fi
implementata in timp real.

A doua problema, netezirea, se deosebeste de filtrare prin faptul ca filtrul
aplicat nu este obligatoriu cauzal. Ca atare, estimarea iaforma

Sl = & HKIXIr, - K (452)

unde é[no] depinde de esantioanele trecute, prezente si viitoare ale lui X[n]. Este

clar ca aceasta nu poate fi redlizata in timp real, totusi poate fi aproximata daca
permitem o intérziere naintea estimarii. Aceasta ntarziere este necesara acumularii

esantioanelor { X[ny], X[n, +1,K} Tnaintea estimarii lui S[n,].

In cadrul celorlalte doui probleme observim esantioane ale procesului slab
stationar X[n] si dorim si estimam esantioanele neobservate. Pentru predicrie, numita

si extrapolare, observam esantioanele prezente si trecute {X[no],X[nO- 1],K} si
dorim sa estimam un esantion viitor, X[n,+L], pentru L un intreg pozitiv. Aceasta

problemi se mai numeste predicrie de pas L. Pentru simplitate vom considera doar
predictie de pas 1, adica L=1. Predictorul (liniar) va aveaforma

X[n, +1] :é_l h[K]X[n, - K] (4.5.3)

care foloseste, evident, un filtru cauzal.
Pentru interpolare, observam esantioanele {K,X[n,- 1, X[n, +1,K} i
dorim si estimam X[n,] . Interpolatorul vafi dat de
- 3
X[l = a hKIX[n, - K] (4.5.4)

k=-¥
k10

care este un filtru necauzal. Pentru implementarea practica a formulelor (4.5.1) —
(4.5.4) vatrebui sa trunchiem raspunsul in impuls la un numar finit de esantioane.
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Pentru a determina raspunsurile Tn impuls optime vom adopta metoda erorii in
medie patratica. Estimarile care folosesc aceste metode se numesc generic filtre
Wiener. Din cele patru probleme vom aborda netezireasi predictia.

45.1. Netezire Wiener

Observand X[n] = gn]+W[n] pentru -¥ <n<¥ , dorim sa estimam §[n,]
folosind (4.5.2). Vom presupune ca atdt §n] ca si W[n] sunt ambele procese dab

stationare de medie nula de functie de (auto)corelatie (densitate spectrald) data. De
asemenea, deoarece nu avem motive de a presupune altceva, vom considera ci

semnalul si zgomotul sunt necorelate, adici E[Sn,]W[n,]] =0 pentru orice n, si n,.
Eroarea in medie patratica pentru aceasta problema se defineste ca

emp=E g°[ny]f= E&SIn,]- In,])°Y
unde e[n,] =9 n,]- é[no] este eroarea. Pentru a minimiza EMP (Eroarea in M edie

Patratica) folosm faptul ci eroarea trebuie sa fie ortogonala (necorelatd) cu datele.
Aceasta se traduce prin conditia

E[e[n,]X[n,- 1]] =0 - ¥ <| <¥.
Obtinem astfel

E{SIn,]- Sn) Xy - 118=0

Ege;;%[no]- 8 NKIXIn, - KI2X[ny - 114=0
k=-¥ (%] u
ceea ceimplica
E[SInIX[n, - 1] = {31 hKJE[X[n, - KIX[ny - 1]]. (4.5.5)
Dar

E[SIn]X[n, - 11] = EgSIn,] (S, - 11+WIn, - 1)g
=E[In]Sn,- 1]]  (zgomotul si semnalul sunt necorelate si de medie nula)
=rgll]
si
E[ X[y - KIX[n, - 1]] = EZS[n, - K1 +W[n, - K])(S[n, - 11+ W[y, - 1])g

=E[SIn, - KISIn, - 1]+ E[WIn, - KIW[n, - 1]
=rg[l - K] +r,[l - K].
Multimeainfinita de ecuatii liniare smultane devine din (4.5.5)

= & hKI(rgll - K] +n,01- K]) - ¥ <I<¥. (4.5.6)

k
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Sa observam ca ecuatiile nu depind de n,, deci solutia pentru raspunsul in impuls
optimal va fi acelasi pentru orice n,. Observand ca partea dreapta in (4.5.6) este de
fapt un produs de convolutie discret avem ca

r[1] = {1 (rsl1]+ 1, [1).
Aplicam transformata Fourier si obtinem

R(f) =H(F)(R(f)+Ry(f))
de unde funcyia de transfer frecveryiala a filtrului Wiener optimal de netezire este
__ R()

Hom(f)—m- (4.5.7)
Raspunsul in impuls optimal se obtine luénd transformata Fourier inversi arelatiel
(4.5.7).

Exemplul 4.7. (netezire Wiener pentru un semnal AR cu zgomot alb)
Consideram un semnal reprezentat printr-un proces AR perturbat de un
zgomot alb cu varianta s, . Densitatile spectrale vor fi date de

SZ

[1- aexp(- 2pif )[* .
Rv(f)=sy

R(f)=

Densitatea spectrala si netezirea Wiener a raspunsurilor in frecventa.

Pentru a implementa netezirea Wiener pentru exemplul considerat, datele au fost
filtrate in domeniul de frecventa si convertite apoi in domeniul temporal. Aceasta se
realizeaza cu gjutorul transformatei Fourier discrete inverse

aq_ w  P(f) . _
S[I’l] - O%mXN(f)eXp(Zplfn)df n —0,1,2,"(, N-1

unde X, (f) este transformata Fourier a datelor disponibile {X0],x[1],K, N - 1]},
care este de fapt

X, (1) =8 rilep(2p )

(in exemplul anterior s-aluat N =50). Implementarea foloseste de fapt o transformata
Fourier rapida (FFT) inversa pentru aproximarea integralei cum se vede din codul
MATLAB de mai jos. Pentru a folos FFT si FFT inversa, intervalul de frecventa a
fost luat [0,1]. Din cauza periodicitatii transformatei Fourier, aceasta nu va afecta

rezultatul.

clear all
randn('state', 0)
a = 0.9;varu=0. 5; vars=varu/ (1-a*2); varw=1; N=50;

for n=0: N1
nn = n+1;
if n==0
s(nn,1) = sgrt(vars)*randn(1,1);
el se
s(nn,1) = a*s(nn-1)+sgrt(varu)*randn(1,1);
end
end
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X = s+sqrt(varw) *randn(N, 1);

Nfft = 1024

Ps = varu./(abs(1l-a*exp(-j*2*pi *[0: Nfft-1]"/Nfft))."2);
Hf = Ps./(Ps+varw);

sestf = Hf . *fft(x, Nfft);

sest = real (ifft(sestf,Nfft));

Putem de asemenea determina EMP minima pentru a vedea cat de bine
functioneaza filtru de netezire. Acesta este data de

emp,, = EJ Sn]- Sn) |
= E4SIn,]- Snl)SInyld- ESInl- Sing]) Srold

Din ipoteza de ortogonalitate avem insa ca termenul a doilea este nul, adica

Esin]- Sn])qnli=ESInI A kX[, - K|
U & "y u

= & n.5 (5Kl =0

Asadar, avem

emp,,, = E Sin,]- Sn])Sin,1Y
=1 J0]- ES& hy[KIX[n, - KIS[n,]L
E=-¥ u

=r{0l- & holKGES; KLawln, W)l

=E[S[no- k]S[no]]=rs[k]

deoarece §n] si W[n] sunt necorelate si de medie nula. Asadar EMP minima este

emp,, =1:(0]- & N [KIIk] 459

Folosind teorema lui Parseval putem transpune aceasti eroare in domeniul de
frecventa prin

emp,, = O, Ps(F)df - @), Hop (F)Ps(F)dlf

= C\i(l_ Hopt( f )) Ps(f)df

j&  R(f) O
2E R(H+R() g

_<  R(f)
=05 f)+p,(r) o

[Nl

/

P (f)df

I
o

si luand r(f)=PS(f)P (f)ca fiind raportul semnal-zgomot in domeniul de
w
frecventa avem

emp, = ), -+~ df. (4.5.9)
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Observam ca benzile de frecventa pentru care contributia la EMP minima este
maxima sunt benzile unde raportul semnal-zgomot este minim sau pentru care
r(f)r 1L

4.5.2. Predictie

Vom considera doar predictia de pas 1. Ca mai sus criteriul EMP este folosit
pentru a determina predictorul astfel incat din (4.5.3)

emp = Eg(X[no +1- X[n, +1])23

é X 5
= E&X[n, +1- & hKIX[n, - KIS
; k=0 24

sa fie minima dupa hk] pentru k3 0. Folosind din nou ipoteza de ortogonalitate
suntem condusi catre o multime infinita de ecuatii Smultane

3 3 O u
Egk[noﬂ]- & hKl[n, - KISX[no-11G=0 1 =01K .
s k=0 [} a
Aceste ecuatii devin

E[X[n, +X[n, - 1]] =5_. hKIE[X[n, - KIX[n, - 1]]

L =4 HK]r[I - K] 1 =0,LK . (4.5.10)

Observam si de aceasta data ca raspunsul n impuls optimal nu depinde de n,, deci
obtinem acelasi predictor pentru fiecare esantion. Pentru a rezolva aceste ecuatii nu
mal este suficienta transformata Fourier, dar din cauza ca acestea trebuie verificate
doar pentru | 3 0, nu putem folos transformata z.

EMP minima poate fi evaluata folosnd o metoda similara cu netezirea
Wiener, anume

c/

e, = E I +11- & Ry (X[, - KX, +1

oOC

) (4.5.11)
=100 @ Pkl [k +1]

unde h,,[k] este raspunsul inimpuls ce verifica (4.5.10).
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Exemplul 4.8 (predictia unui proces AR)
Consideram un proces AR cu functia de (auto)corelatie data de
_®Bsi Oy K g
[kl =¢——yia" =r,[0]a”. Atuncidin (4.5.10) avem
(1)

r,[0]a™ :5 h{K]r, [0]a " | =0,1K
k=0

si daca punem h[k] =0 pentru k3 1, avem
a™ =no]d' 1=01K .
Cum | 3 0, solutia este

a.I +1

hopt[o] :? =a

X[n, +1 =aX[n,].
Avand n vedere ne-dependenta de n, a relatiilor de mai sus putem inlocui esantionul
gpecific cu unul mai general prininlocuirealui n, cu n- 1. Aceasta se traduce prin

X[n] = aX[n- 1]. (4.5.12)

Daca ne amintim ca un proces AR se defineste ca X[n] =aX[n- 1] +U[n], vedem ca
predictorul de pas 1 optima se obtine omitand termenul U[n]. Aceasta se intampla
deoarece U[n] nu poate fi prezis din esantioanele trecute { X[n- 1], X[n- 2],%}, care
sunt necorelate cu U[n]. Tn plus, eroarea de predictie este dati de
e[n] = X[n]- X[n] = X[n]- aX[n- 1 =U[n]. Tn finad si observaim ca predictia
depinde doar de cel mai recent esantion si nu de esantioanele trecute ale lui X[n].
Adica, pentru a prezice X[n,+1] toate informatiile despre esantioanele trecute sunt
continutein X[n,].

Solutia generala pentru (4.5.10) fiind mai complicata alegem si nu o
prezentam aici in detaliu. Vom recapitula modul de obtinere a solutiel si prezentam un
at exemplu.

1. Presupunem ca transformata z a functiei de corelatie, care este data de

¥
P (2= a rlkiz"
k=-¥
poate fi scrisi ca

SZ

RO

(4.5.13)
unde

A(2)=1- 5 a[k]z “.

k=1
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Avem nevoie ca A (z) sa aiba toate zerourile in interiorul discului unitate, adica

filtrul de transformata z egala cuﬁ este stabil si cauzal.

2. Solutia lui (4.5.10) pentru raspunsul in impuls este
hylkl=alk+1]  k=01K
iar EMP minima este

emp, = E X[y +1- X[n, +1]) y=s .

3. Predictorul liniar optimal devine din (4.5.3)
~ 3
X[, +1 = q a[k +1X[n, - K] (4.5.14)
k=0

si are EMP minima, emp_ =sj.

Tn mod clar, cea mai dificili parte a solutiei este punerea lui P, (2) in forma
(4.5.13). Tn termeni de densitate spectrali aceasta cerinta se traduce prin

— ceny _ S
P =B = ep@it)A (et 20i1)

_ s
~ A(exp(2pif ))A" (exp(2pif )
_ s;

A (exp(2pif )|’

2
SU

) ‘1- A" aklexp(- 2pifk)‘2 |

Dar aceasta forma a densitatii spectrale este o generalizare a densitatii spectrale a unui

proces AR. De fapt, daci trunchiem suma astfel incat densitatea spectrala cautata
devine

s
1- § *_a[klexp(- 2pifk)

atunci obtinem densitatea spectrala a unui asa numit proces AR de ordin p, care se mai
noteaza AR(p). In acest caz,

P (f)=

X[n] = & alk]X[n- K] +U[n] (4.5.15)

k=1
unde U[n] reprezinti ca de obicei un zgomot alb Gausian de varianti s . Tn mod cert
pentru p =1 obtinem definitia anterioara data pentru procese AR. Daci consideram
un proces AR(p) astfel incat a[l] =0 pentru | > p solutia pentru predictorul liniar de
pas 1 optimal este din (4.5.14)

Ry +11= 4 all]X{n, - 1
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de unde punénd k =1 +1 rezulta
RIn, +11= & alkIX[n, +1- K] (4.5.16)
k=1

iar EMP minimi este s .

Exemplul 4.9 (predictor liniar de pas 1 pentru procesMA)

Consideram procesul stationar dat de X[n] =U[n]- bU[n- 1], unde |b|<1 si
U[n] este zgomot alb Gaussian (WGn) de varinad s (proces cunoscut si sub numele
de medie mobila). Acesta este un caz specia a procesului MA din Exemplul 4.1.
pentru care 0] =1 si h1] =-b, iar U[n] este wGn. Pentru a gas predictorul liniar
optim punem transformata z a functiei de corelatie in forma ceruta. Sa determinam
intdi densitatea spectrali. Deoarece functia de sistem este H(z) =1- bz'*, functia de
transfer frecventiala este H(f)=1- bexp(2pif). Din (4.3.12) densitatea spectrala
devine

P (f)=H(F)H (f)s = (1~ exp(- 2pif ))(1- bexp(2pif))s I
si deci Tnlocuind exp(2pif) cu z, obtinem
P, (2) =(- bz ")(1- bz)s . (4.5.17)

Aducand (4.5.17) laforma dorita pentru P, (z) data in (4.5.13) avem ca
1
1- bz '

A(2)=

¥

Pentru a converti aceasta in 1- é_ a[k]z ¥, consideram transformata z inversi, pentru
k=1

aobtine

deci a[k]=-Db* pentru k3 1. (Observam aici necesitatea de a lua |b|<1; in caz
contrar a[n] nu ar mai fi stabil.) Predictorul optimal este din (4.5.14)

X[n, +1] = § alk +1X[n, - K]

=3 (-6 X[ny- K]
=-bX[n,]- b*X[ny- - L

iar EMP minima este

—_c 2
emp..., =Sy -
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Ca un caz particular special vom mai considera predictorul liniar de pas 1 de
lungime finita. Lungimea finita se referd la faptul ca predictia depinde doar de
esantionul prezent si esantioanele trecute pani la M- 1. Analog ca in cazul
predictorului de lungime infinita se poate arata ca, daca predictorul este dat de

X[n, +1 = & HKIXIn, - K

care este (4.5.3) cu k] =0 pentru k3 M, atunci raspunsul Tn impuls optim satisface
cele M ecuatii lineare simultane

M-1
r [l +1 = hKIr [l - K] | =0,1,K,M - 1.
k=0
Scrise in forma matriciala aceste ecuatii devin
r«[0] g K r[M-Zué h0] o érfldu

ue
e[l r [0] K M- 2q h[l] g:érx[z] U (45.18)
! O [ ue u

xw4444usﬂ42M444L9L.3@w 1t

I_Qg('D> D> D> D> D~

EMP minima corespunzitoare este data de
Né—l
emp,y, =1 [0]- @ hyu[KIr[k+1]. (4.5.19)
k=0

Aceste ecuatii se mai numesc ecuatiile Wiener-Hopf. Tn general, ele sunt rezolvate
numeric si exista numerosi algoritmi pentru aceasta (vezi [19]). Magjoritatea acestor
algoritmi se folosesc de faptul ca matricea are 0 dSructura de matrice de
(auto)corelatie. Ca atare este simetrica, pozitiv definita si are proprietatea Toeplitz
Aceasta spune de fapt ca elementele de-a lungul fiecirel diagonale principale sunt
identice. O alta conexiune importanta intre ecuatiile predictiel liniare si un proces
AR(p) este stahilita Th cazul in care punem M = p in (4.5.18). Atunci, deoarece
pentru un proces AR(p) avem ca h[n]=a[n+1] pentru n=0,LK,p-1 (sA ne

reamintim din (4.5.16) ca X[n0 +1] = a - la[k]X[n0 +1- k]), ecuatiile Wiener-Hopf
devin

¢nld  nl K nlp-ue d0 o énlly
e ue U é

& RO K nip- 248 Al y_ g2y w520
e 1 1 (@) 1 ue 1 u eM u

& Ip-1 rlp-2 K 1[0 Gealp-18 & lpld

Sa notam un fapt important si anume ca pentru un proces AR(p) predictorul liniar este
bazat pe o infinitate de esantioane trecute sau pe un numar finit de esatioane trecute.
Ecuatiile (4.5.20) mai sunt cunoscute ca ecudiile Yule-Walker. Tn aceasta forma
acestea leaga functia de (auto)corelatie de parametrii filtrului AR. Daca esantioanele
functiel de (auto)corelatie sunt cunoscute, atunci parametrii filtrului AR pot fi obtinuti
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prin rezolvarea ecuatiilor. Pe de alta parte daca parametrii filtrului au fost determinati
din (4.5.20), varianta zgomotului alb U[n] vafi data de

S =emp,, =1,[0]- & alklry[K] (45.21)

forma care rezulta punand h,,[k] =a[k +1] cu M = p in (4.5.19).

4.6. Exemplu concr et — sintetizar ea vocii

Este deja larg raspandit ca informatiile (telefonice sau GPS) si fie transmise
electronic cu gutorul unui convertor (sintetizator) text — voce. Una din primele
aplicatii in acest sens a fost dezvoltata de Texas Instruments prin Speak and Spell* .
Tn general sunetele vorbite se Tmpart 1n doua categorii: vorbire vocald — cand rostim o
vocala si vorbire nevocala — cand rostim o consoana. Pentru sunetele vocale excitatia
se modeleaza cu gutorul unui sir de impulsuri care produc un sunet periodic, iar
sunetele nevocale se modeleaza prin transformarea unui zgomot alb intr-un sunet de
tip zgomot. Excitatia este datd de modificarea tractului vocal uman, ce poate fi
asmilata unui filtru liniar SI. Cunoasterea formei undei excitate si a functiei de sistem
atractului vocal ne permite s sintetizam vorbirea. Pentru sunetele nevocale trecem un
zgomot ab gaussian discret printr-un filtru liniar SI avand functia de sistem H_ (2) .

Vom trata in continuare sintetizarea semnalului nevocal, sintetizarea sunetelor vocale
decurgand analog.
S-a stahilit ¢a o buna modelare a tractului vocal este filtrul liniar SI avand
functia de sistem
1

1- & akiz*

care este un filtru de poli. Pentru considerente practice, odinul filtrului, care este egal
cu numarul de poli a functiel complexe de mai sus, se alege ca fiind p=12.

Output-ul X[n] a acestui filtru, pentru un zgomot alb U[n] cu varianta s; este
procesul stationar

H, (2=

X[n] = & a[kIX[n- k] +U[n],

care reprezinta ecuatiile cu diferente definitorii pentru un proces AR(p). Asadar
vorbirea nevocala se poate sintetiza folosind aceste ecuaii cu diferente pentru o
degere convenabild de parametrii {a[1],a[2],Y4,a[ p],s}. Parametrii vor fi diferiti
pentru fiecare sunet nevocal in parte. Pentru a determina parametrii pentru un anumit
sunet se foloseste un segmet din sunetul vorbit dorit pentru a estima functia de
(auto)corelatie. Apoi parametrii a[k] pentru k=1,2,K,p se pot obtine rezolvand
ecuatiile Yule-Walker. Functia de corelatie teoretica este inlocuita de functia de
(auto)corelatie estimata pentru a obtine din (4.5.20) sistemul

! Marci inregistrata Texas Instruments
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€. Py a é. u
&Ip-1 flp-2 K [0 gealp-Ua elplg

folosit pentru determinarea parametrilor a[k]. Determinim apoi varianta estimata a
zgomotului alb din (4.5.21) cafiind

$2=5,[0]- éé[]fx[k] (45.23)

unde ak] sunt determinati ca solutia ecuatiilor Yule-Walker (4.5.22). Algoritmul
descris contine o modificare adusi estimarii functiei de (auto)corelatie, care se face
dupa formula

1N1k

iKI= & é {nxn+k]  k=01K,p (4.5.24)

Diferita de abordarea clasica prin faptul ca factorul normalizator este N 1n loc de
N- k. Pentru N! p aceasta are un efect neglijabil asupra estimarii parametrilor,

dar are avantgul ca polii functiei de sistem estimate ﬁnv(z) se afla n interiorul

cercului unitate. Aceasta metoda de estimare se mai numeste metoda autocorelarii
prediciei liniare.

Tn mod normal pentru analiza sunetelor de vorbire pentru a estima parametrii
AR, vom esantiona la 8 kHz si vom folos un bloc de date de lungime 20 msec (aprox.
160 de esantioane).

Din datele experimentale s-a auns la concluzia ca sunetul sintetizat este
smilar sunetului original daca dengtatile spectrale corespunzatoare sunt similare.
Asadar densitatea spectrala estimata

L2
SU

P ()= :
1- &, alKlexp(- 2pifk)

(4.5.25)

ar corespunde cerintelor.
In final pentru a sintetiza sunetul calculam

AN = & AKX K]-+ulr]

unde u[n] reprezinta un zgomot alb gaussian pseudoaleator cu varianta S0 pentru

aprox. 20 msec.
Vom dain continuare codul MATLAB pentru aceste operatii.

N = | engt h(xseg); % xseg reprezinta esantionul de sunet

Nfft = 1024; %eteaza |lungi mea FFT pentr transfornmata Fourier
Freq=[O: Nfft-1]'/Nfft-0.5; %ct in care se repr densit spectr
P per=(1/N)y*abs(fftshift(fft(xseg, Nfft))).”2%al c peri odograna
p = 12; %li mensiunea matricii de autocorelatie
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for k=1:p+1 %estimrea fct de autocorelatie ptr p=0,1,.,p

rxX(k,1) = (1/N)*sunm(xseg(1l: N-k+1).*xseg(k: N);
end
r = rX(2: p+tl) %onpletarea vectorului din dreapta
for i=l:p

for j=1l:p

R(i,j) = rX(abs(i-j)+1);

end
end
a =inv(R *r; %ezolvarea ect Iin ptr det paramfiltru AR
varu = rX(1)-a'*r; %Yasirea variantei excitatiei de zgonot
den = abs(fftshift(fft([1;-a],Nfft))).”2; O9%alc numtor

%lensit spectrala AR

P_AR = varu./den; %al c densit spectrala AR

4.7. Exercitii si probleme propuse sprerezolvare

1. Un sistem liniar Sl cu functia de sisem H(z) =1- z'- z *este utilizat pentru
a filtra un process aeator zgomot alb cu parametru de timp discret de varianta
s> =1. Determinati functia de (auto)corelatie si densitatea spectrala a
procesului rezultat dupa filtrare.

2. Un proces stationar cu parametru de timp discret de medie m, = 2 este input-ul

unui sistem liniar SI cu raspuns la impuls h[n]:(%)n, pentru n3 0 si

h[n] =0, pentru n<0. Gasiti media output-ului.

3. Un zgomot alb cu parametru de timp discret U[n] reprezinta input-ul la un
sistem liniar care produce output-ul dat de procesul X[n] =a‘”‘U[n] pentru
|a| <1. Sa se determine densitatea spectrala a procesului de output.

4. Un proces dab stationar cu parametru de timp discret este definit prin ecuatia
cu diferente X[n] =aX[n- ] +U[n]- bU[n-1], unde U[n] este un zgomot
ab cu parametru de timp discret de variantd s =1. Reprezentati grafic
densitatea spectrala a procesului X[n] pentru a=0.9,b=0.2 si pentru
a=0.2,b=0.9. Explicati rezultatele.

5. Un proces dab stationar cu parametru discret de timp este dat de ecuaia cu
diferente X[n] =0.5X[n- 1J+U[n]- 0.8U[n- 1], unde U[n] este un zgomot
ab discret de variantd s’ =1. Gasiti functia de (auto)corelatie si densitatea
gpectrala a procesului X[n] .

6. Un proces aeator cu densitatea spectrala data de

1
O et ity
este filtrat printr-un sistem liniar SI pentru a produce un zgomot ab U[n] de

variantd s 5 = 4. Care este exprimarea sistemului ca ecuaie cu diferente?
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7.

Un proces AR de ordinul 2 este dat de ecuaia cu diferente recursiva
X[n] =2r cos(2p f,)X[n- 1]- r*X[n- 2]+U[n], unde U[n] este zgomot alb
discret de variantd s 2 =1. Pentru r =0.7, f, =0.1 si pentru r =0.95, f, =0.1
reprezentati grafic densitatea spectrala a lui X[n]. Indicatie: determinati
locatiile polilor lui H(z).

Un semnal de medie nula cu densitatea spectrala Py(f)=2- 2cos(2p f) este
incastrat intr-un zgomot alb de variantd s 2 =1. Reprezentati grafic functia de

transfer frecventiala a netezitorului Wiener optimal. Determinati de asemenea
si EMP,, . Indicatie: pentru determinarea EMP folositi o aproximare ,in
suma” aintegralei.

Aceasta problema este menita si smuleze un netezitor Wiener. Mai inta
generati N =50 esantioane ale unui semnal n], care este un proces AR
(U[n] este presupus zgomot alb) cu a=0.25 si s, =0.5. A nu se uita de
) 9 Tn continuare se adunia zgomotul
1-a’)g
ab W[n] de varianti s 2 =1 realizirii procesului AR. Se aplici apoi codul
MATLAB pentru netezirea semnaului distorsionat. Reprezentai grafic
semnalul si semnalul netezit.

2
conditia initiala S[- 1] ! N fé%,su(

10. Consideram un proces AR(2) dat de X[n]=-r?X[n- 2]+U[n], unde U[n]

11.

12.

13.

este un zgomot ab de variantd s’ si 0<r <1. Acest proces se deduce din
(4.5.15) cu p=2 si a[1]=0,a[2] =-r?. Functia de (auto)corelatie a acestui

2 e
proces se poate arata ca este data de ry[K] :geu a r4)gr" cos(k%) (vezi
Mg

[19]). Gasiti predictorul liniar optimal de pas 1 in baza esantioanelor prezente
si trecute de lui X[n]. Simulati predictorul pentru cazurile r =0.5,s ; =1- r*
si r=095s2=1-r" astfel ca puterea medie in fiecare caz si fie aceessi
(ry[0] =1). Generati 150 de esantioane si eliminati primele 100 pentru
asigurarea stationaritatii. Reprezentati grafic valorile prezise pentru fiecare
caz. Care din valorile lui r da un proces mai predictibil ?

Pentru M=1 rezolvati ecuatiile Wiener-Hopf date in (4.5.18) pentru a
determina h[0].

Procesul MA descris in Exemplul 4.7. si dat de X[n] =U[n]- bU[n- 1] are
functia de (auto)corelatie pentru s 2 =1
11+b? k=0
r[k]=t -b k=1.
Lo ks 2

|
Pentru M=2 rezolvati ecuatiile Wiener-Hopf pentru a gas predictorul liniar de
pas finit si determinati apoi EMP minima.

Dorim sa prezicem un zgomot ab. Pentru aceasta si se rezolve ecudtiile
Wiener-Hopf pentru r, [K] =s 2d[K].
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14. Pentru un proces MA X[n] =U[n]- $U[n- 1], unde U[n] este un zgomot alb
de varianti s’ =1, si se giseasci predictorul de lungime finiti optimal
)A([n0 +1] = h[0] X[n,] + h[ X[n, - 1] si EMP minima.

15. Un filtru cu functie de transfer frecventiala H(F) =exp(2piFt,) se foloseste
pentru a filtra un proces dab stationar cu densitatea spectrala P, (F). Care este
densitatea spectrala laiesirea din filtru si de ce?

Nota. Prezentul capitol este redactat dupa Steven Kay, Intuitive Probability and
Random Processes using MATLAB, Springer, New Y ork, 2006, cap. 18.

141



Capitolul 5

Probleme de mecanica rezolvatein MATLAB

In acest capitol vom prezenta céteva probleme de mecanici abordate in
MATLAB, ca o exemplificare a utilitatii acestui soft matematic pentru rezolvarea
aproximativa a ecuatiilor algebrice, a problemelor Cauchy pentru ecuaii diferentiale,
pentru reprezentari grafice, pentru simularea unor fenomene mecanice, etc. Tn fiecare
sectiune am prezentat céteva probleme, pentru fiecare problemi fiind dat enuntul,
abordarea din punct teoretic si tratarea problemei in MATLAB.

5.1. Calcul vectorial

Problema 5.1 (Operatii cu vectori): Sz se traduca operayiile cu vectori fizci
Tn operarii cu vectori / matrice.
Solutie:
Din punct de vedere teoretic, vectorului

X= Xlll + X2 1o+ X3l3,

reprezentat ntr-o bazi ortonormata {i,,1,,1,} i se asociaza, in MATLAB, vectorul
linie (matrice 1x3)

o _ X =[x(1) x(2) x(3)]. _
Pentru simplificare, in continuare, vom nota componentele xi, Xo, X3, adica, vectorul X
este X = [X1 X2 Xg]. Operétiile de adunare a vectorilor, inmultire a unui vector cu un
scalar si scadere a vectorilor se traduc prin operatiile corespunzatoare cu matrice.

Evaluarea produsului scalar a doi vectori se poate realiza:

- prin utilizarea expresiel analitice:

X1y1t Xo Y2 + X3Ys;
- prin operatii cu matrice:

ey u
X y=x x xa]gyzgzsum(di ag(x'* y)):trace ( x'*y)
eyH
- prin utilizarea functiei dot din MATLAB:
dot (x,y)

Evaluarea produsului vectorial a doi vectori se poate realiza:
- prin utilizarea expresiel analitice:
[X2Y3—X3Y2, XaY1—X1Y3 , X1 Y2— X2 V1]
- prin operatii cu matrice:
primavarianta: se construiesc matricele
Xy, XY, XY;U
k= a _ :
m= X*y_gXZyl XY, Xzyga g=m-m,

Ve

BGY: %Y. XYafl
atunci produsul vectorial este vectorul
[Co3+ Os1 + Ou2] ;
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- adoua varianta: se considera vectorii
u=[100],u=[010],u=[001]
atunci componentele produsului vectorial sunt
det([u; x; ¥]), det([v; x; y]), det([w; x; Y]),

- prin utilizarea functiei cr oss din MATLAB:
cross(x,y)

Evaluarea produsului mixt a trei vectori se face prin utilizarea functiel det din:
det ([x y; Z).

Ca exemplificare de programare si calcul in MATLAB pentru problema enuntata se
poate considera programul urmator:

X =[1223], y=1[45 3]

psl = x(1)*y(1) +x(2)*y(2) +x(3) *y(3), ps2 = x*y'
ps3 = sun(diag(x'*y)), ps4 = dot(x,y)

m=x"*y, g=mnl, pvl =1[q(23) q(3,1) q(1,2)]
u=[100], v=[010], w=1[00 1]

Cl =1[u x;v9], C=1[v; x; y], G =1[w x;vVl]
pv2 = [det(Cl), det(C2), det(C3)]

pv3 = cross(x,y), z =[1 1 1]

pm = det([x; vy; z])

Problema 5.2 (Coliniaritate): Cunoscandu-se vectorii de poztie ai punctelor
A, B, C si se verifice daca cele trei puncte sunt coliniare, si se calculeze aria
triunghiului ABC si s se determine al patrulea varf al paralelogramului ABCD.
Solutie:

Necoliniaritatea punctelor A, B si C se poate verifica aratand ca cel putin doua
din rapoartele

xé-x%\ xé-xﬁ xg-xi
1,1 2 2" 3_.3

XA *cXa  Xc*a

sunt diferite (B nu se afla pe dreapta determinata de A si C). De exemplu, considerand
Xa = 211' 3l2 +4l3, XB :311+212 -13, Xgc =1o- 213, %Obﬂne

1 1 2 2 3 .3

XB-Xy 1 Xg-Xy 5 Xg-Xp 5
1 .1 2" 2 2 a4 3 .3 6
Xe- Xy 2 x&-xy 4 x2-x3 6
Necoliniaritatea punctelor A, B si C rezulta si din faptul ca produsul vectoria

® ®
AB" AC este nenul.
Acelasi produs vectoria este utilizat si pentru calculul ariel triunghiului ABC

11 2 13
:1 1 5 - =
2

-2 4 -

1

® ®
aria(DABc):E AB AC

= %\/102 +162 +142 = /138 » 11.747340
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® ®
Conditia ca ABCD sa fie paradelogram este AB=DC sau Xg — Xa = Xc — Xp.
Deci, vectorul de pozitie a celui de a 4-lea vérf al paralelogramului ABCD este
Xp =Xp - XgtXc=-11- 412 +313.

Programul MATLAB pentru problema 5.2 este urmatorul:

a=[2-34; b=[32-1]; ¢c=[01-2];

ab = b-a, ac = c-a
ki = ab(1l)/ac(l), k2 = ab(2)/ac(2), k3 = ab(3)/ac(3)
pv = cross(ab, ac)
if pv==
di sp('coliniare')
el se
di sp(' necoliniare');
end
d = c-b+a
M= [a;b;c;d;a];
x =M:,1); y =M:,2); z=M:,3);

plot3(x,y,z,'r',"'LineWdth', 2)
aria_abc = sqrt(pv*pv')/2

Problema 5.3 (Coplanaritate): Se dau varfurile unui patrulater ABCD. Si se
arate ca acest patrulater este plan, chiar paralelogram, si sa i se calculeze aria.
Solutie;

Consideram ca vectorii de pozitie ai varfurilor patrulaterului sunt

Xp = 311 +1s +513, Xg = 211 -1 +213,

Xc = 511 +312 + 713, Xp = 611 +512 +1013.
Coplanaritatea punctelor A, B, C, D rezulta din faptul ca A se afla in planul determinat
deB, C, D, deoarece

X, X2 X3 1
Xa~ Xa Xg© Xa X3 Xy
Xz x5 x5 1 -1 -2 -
=-Ixe- X, X2- X, x-xF-12 2 2F=0
X X x 1 3 4 5
Xom Xa X% T Xa X o Xg
% X% % 1

Se observa ci
Xp =Xpa - XB +Xc,
deci ABCD este un paralelogram, adica un patrulater plan.
Aria paralelogramului se calculeaza cu gjutorul produsului vectorial

® ® 1 12 13
aria(ABCD)=|AB AC|=|-1 -2 -3|=
3 4 5

=[2y - 4vp + 23] = 2% + 4% + 22 = 2./6 » 4.8980794
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Cu MATLAB problema se poate analiza cu urmatorul program:

=[315],
condl = det (]
i f condl==0
di sp(' copl anare')
el se
di sp(' necopl anare')
end
cond2 = a-b+c-d
if cond2==0
di sp(' copl anare: ABCD este paral el ogram)
el se
di sp(' necopl anare')
end
M= [a;b;c;d;a];
X =M:,1);y =M:,2);z = M:,3);
plot3(x,y,z,"'r',"'LineWdth', 2)
pv = cross(b-a, d-a);
aria ABCD 1 sgrt(pv*pv')
aria ABCD 2 nor n( pv)

[2 -1 2], c

b = =[537], d=[65 10]
d1, al; b1, c 1])

5.2. Problemedecinematica

Problema 5.4 (Problema intélnirii a doua corpuri): Presupunand ca un
mobil M, se deplaseazi rectiliniu si uniform cu viteza constanta v, , |v,| =v, =const.
si se determine traiectoria plana a unui mobil M-, ce se deplaseazi uniform cu viteza
(constantd) v, , |v,| =V, =const., orientati mereu spre M.

Solutie:

Fie planul determinat de traiectoria rectilinie a mobilului M si pozitia initiala
alui My si fie in acest plan un reper cu originea O in pozitia initiala a mobilului M si
axa Ox" dreapta pe care se misci M. Daci notam MM, = X3 + y1,, atunci pozitia
mobilelor vafi caracterizata prin

x; =vt, X’ =0,
(5.1)
X; =Vvt+Xx x2=y>0.
. . M,M :
Cum vitezalui M, este v, = - v, —+—2 atunci pe componente avem
MlMZ
V, X (A
vrk=-——22 y=-__—2) (5.2)
1 /X2 +y2 /X2 +y2
Cu substitutia
X = uy, (5.3)

sistemul (5.2) devine
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Vo

V1+u2’

Se obtine ecuatia diferentiala

y=-

dy = - vi. (5.4)

du v 12

care admite solutia

%[(Cy)vll"Z (cy) V2| (5.6)
2/V
1+ u x
undec— si Ug =2 .
Yo
a) Presupunand vi # Vs, din & =- 2V2 se deduce
dt (cy)V2 + (cy) 2
é I+vyivy 1 v, ()
t(y) =t - 1 8ey) ley)r ¥ g (5.7)
2cg VitV Vi-V2
é 1+vy/vy 1-vivo
unde t« = ié(CYO) - (eyo) a.
2C§ V1tV V1- Vo é
Cum x(y) :%[(cy)"ll"Z - (cy) V2 | se estimeazi limitele
limx(y)=0, Ilimt(y)=t- pentru vq<vy,
y® 0 y® 0
(5.8)

imx(y) =-¥, limt(y)=+¥ pentru v >vy,
y® 0 y® 0

adica mobilele se intadlnesc la momentul t =t« daca vi < V2 si nu se intlnesc daca
Vi > Vo. Tn acest din urma caz, distanta minima dintre mobile
VoV
1 v -Vl 21

C [2_  2&V+Vyg
Vi-Vy ﬂ

este realizatd lamomentul t =t« .

b) Daca vi = v, din — = - —=— se obtine
dt  cy+(cy)
2
(=, . @ +2nEy) (@Y%) +2in(ey,) 5.9
4CV1 4CV1
sidin x(y) = yg y- iQ rezulta
CY g
imx(y)=- =, limt(y)=-¥, (5.10)
y®0 2 y®0

adica "Intélnired" are loc asmptotic in trecut.
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In programul MATLAB pentu rezolvarea acestei probleme se utilizeazi
functiile de calcul smbolic dsol ve, sinplify, linit, subs pentruintegrarea
ecuatilor de miscare cu conditii initidle date (obtinerea solutiel analitice),
smplificarea expresiei pentru solutie si calcularea limitelor si a celorlate marimi
caracteristice. De asemenea, se fac reprezentari grafice in plan utilizand functiile
pl ot , subs si ezpl ot pentru reprezentarea grafica a traiectoriei pentru diferite valori
aleraportului k = v, / vy si dle pozitie initiale yo.

Pentru a nu face apel la date numerice dimensionale, se introduc variabilele
adimensionale

X :l, Y :l, :V_lt (511)
Yo Yo Yo
si notatiile
.k A~1/K -k
1€C c Hxu
K=Volvy, C=cy, =& +41+u2? , T. ==6 ] -
2™ Yo =g °% 2gl+k  1-k g
Solutiile (5.6) si (5.7) se scriu
u :1[(CY)”'< : (CY)'”"]: snh@N(CEN 0
2 e k g
(5.12)

&(~v K UK ()
7. 1 é(cY) (cv) d
2@ 1tk 1-k g

Integrand ecuatiile de miscare (5.2) dupa schimbarea de variabila (5.3):

syns u0

u = dsolve(' Du=sqrt (1+un2)/y/k',"u(y0)=u0',"y"),

sinmplify(u)

se obtine
u = [sinh((log(y)+log(u0-(u0”r"2+1)~(1/2))*k-10g(y0))/Kk)]

[ sinh((l og(y)+l og(uO+(u0r2+1)~(1/2))*k-10g(y0))/k)]

ans = [sinh((log(y)+l og(u0-(u0”2+1)"(1/2))*k-10g(y0))/k)]
[sinh((l og(y)+l og(uO+(u0r2+1)~(1/2))*k-10g(y0))/k)]

Observam ca sistemul de ecuatii diferentiale (5.2) nu a putut fi integrat
smbolic de  MATLAB, dar in acelasi timp da solutia ecuatiei (5.5) in complex,
prima parte a solutiel neavand sens.

Programul care determind traiectoriile pornind din aceeasi pozitie initiala
pentru problema intalnirii, este urmatorul:

x0 = 1; y0O = 1; u0 = yO0/xO0;

y = 0:0.0001: yO0;

ki = 1.25;

cl = (uO+sgrt(1+u0*u0)) "kl

[t1 = (c1™(1+1/k1)/(1+k1l)-c1n(1-1/k1)/(1-k1))/2/c1

tl = 1tl1-((cl*y).~(1+1/k1)/(1+k1)-...
(cl*y).~(1-1/k1)/(1-k1))/2/c1;

ul = ((cl*y). 1/ kl)-(cl*y)."(-1/k1))/2;

X1 = tl+y.*ul;

k2 = 1.5;
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c2 = (uO+sqgrt(1+u0*u0)) " k2;

[t2 = (c2"(1+1/k2)/ (1+k2)-c2"(1-1/k2)/(1-k2))/2/c2

t2 [t2-((c2*y). (1+1/k2)/ (1+k2)-. ..
(c2*y).~(1-1/k2)/(1-k2))/2/c2;

u2 = ((c2*y). 1/ k2)-(c2*y)."(-1/k2))/2;
X2 = t2+y.*u2;
k3 = 1.75;

c3=(uO+sqgrt (1+u0*u0)) "k3;

[t3 = (c3"(1+1/k3)/(1+k3)-c3”(1-1/k3)/(1-k3))/2/c3

t3 [t3-((c3*y). (1+1/k3)/ (1+k3)-...
(c3*y)."(1-1/k3)/(1-k3))/2/c3;

ud = ((c3*y)."(1/k3)-(c3*y)."(-1/k3))/2;

x3 = t3+y. *u3;

plot(x1,y,'r-',x2,y,"g-.",x3,y," " b--","LineWdth', 2);

axi s equal ;

Xl abel (' x*1/y_o',' FontSi ze', 14);

Yl abel (' x*2/y_o',"' Font Si ze', 14);

| egend(' k_1=1.25","k_1=1.50","'k_1=1.75")

iar rezultatele grafice obtinute din acest program sunt prezentate in figura 5.1.

09

—_— k|=1.25
e k|=l.50

IR o - k|=l.?5

07

nef

[a]

IR=] o

04

0af

02

01

Figura 5.1: Traiectoriile pentru diferite raporturi ale vitezelor Tn problema intélnirii a doua corpuri.

Programul care determina traiectoriile pornind din pozitii initiale diferite
pentru problema ntalnirii, este urmatorul:

k =1.5; yo0 = 1;
y = 0:0.0001:y0;
x01 = 1; u01l = x01/yO0;

cl = (uOl+sqgrt(1+u01*u01))"k/yO;
[t1 = (c1™(1+2/k)/ (1+k)-c1™(1-1/k)/(1-k))/2/cl
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tl = 1t1-((cl*y).~(1+1/k)/(1+k)-(cl*y).~(1-1/k)/(1-k))/2/c1;
ul = ((cl*y). M1/ k)-(cl*y)."-1/k))/2;

X1 = tl+y.*ul;

x02 = 1.5; u02 = x02/y0;

c2 = (u02+sqrt(1+u02*u02))~k/yO0;

[t2 = (c27(1+1/k)/ (1+k)-c2”(1-1/k)/(1-kK))/2/c2

t2 = 1t2-((c2*y). M 1+2/ k) / (1+k)-(c2*y).(1-1/Kk)/(1-K))/ 2/ c2;
u2 = ((c2*y).~(1/k)-(c2*y).~(-1/k))!2;

X2 = t2+y.*u2;

x03 = 2; u03 = x03/y0;

c3 = (u03+sqrt(1+u03*u03))"k/yO0;

[t3 = (c3"(1+1/Kk)/ (1+k)-c3"(1-1/K)/(21-k))/2/c3

t3 = 1t3-((c3*y).(1+1/k)/ (1+k)-(c3*y)."(1-1/k)/(1-k))/2/c3;
ud = ((c3*y). "1/ k)-(c3*y)."-1/k))/2;

x3 = t3+y. *u3;
plot(x1,y,"'r-'",x2,y,"'9g-.",x3,y,"b--","LineWdth', 2);

axi s equal ;

Xl abel (' x*1/y_o',' Font Si ze', 14);

Yl abel (' x*"2/y_o',"' Font Si ze', 14);

legend(['v_1/y o*t * 1=" nunRstr(ltdl)],['v_1/y o*t * 2=, ..
numstr(1t2)],['v_1/y o*t * 3=, nun2str(l1t3)])

Rezultatele obtinute cu acest program pentru k =1.5 sunt prezentate in figura 5.2.

x0 = 2; yO

— v,y "L =0.82706
- I.II.")IO‘LZ=EI.'26333

- -yt =1.0833

12 14 1.6 18 2
1
¥
yo

Figura5.2: Traiectoriile pentru diferite poztii initiale in problema tntalnirii.

0.6 0.8 1

Programul urmator este un program de animatie pentru problema intanirii.

= 1; u0 = x0/y0; k = 1.5;

¢ = (uO+sqgrt (1+u0*u0)) "k;

|t
yl
tl
ul

(eM(1+1/Kk)/ (1+k)-c™(1-1/K)/(1-k))/2/c;

0.01:0.01:y0;

lt-((c*yl).N(1+1/k)/ (1+k)-(c*yl).~(1-1/k)/(1-k))/2/c;
((c*yl).~(1/k)-(c*yl)."(-1/k))/2; x1 t 1+y1l. *ul;
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ncadre = 15;
Syns yy
for j = 1l:ncadre
timp=lt-((c*yy).(1+1/k)/ (1+k)-(c*yy). (1-1/k)/(1-k))/2/c
t(j)=(j-1)*It/ncadre;
yj = solve(t(j)-tinp);
for i = 1:length(yj)
if (imag(yj (i))==0)
y(j) = eval (yj(i))
end
end
end
M = novi ei n(hcadre)
for j=1:ncadre-1
u(i) = ((e*y(i)). AU k)-(e*y(i)) . ~(-1/K))/ 2;
x(j) = t(j)+y(j)*u(j); _
xtg = [t(j) x(j)]; ytg=[0 y(j)]:
plot(x1,yl,"-k",x(j),y(j), *r",t(j),0,"*b",xtg,ytg,".k")
axi s equal ;
axis([0,2.1*It ,0,1.1*y0]);
Mj) = getfrane;
end
novi e(M

Problema 5.5 (Miscarea uniforma pe o €elice circulara): Un punct material M
se migca uniform cu viteza vy (valoare algebrica) pe o elice circulara. Cunoscand
raza r a cilindrului §i panta o a dicel, si se studieze migcarea punctului n
coordonate carteziene, cilindrice si intrinseci.

Solutie: Ecuatiile parametrice ale elicei sunt

Ixt =rcosq,
I’xzzrsinq,
+x3:rqtga.

Componentele vitezei In coordonate carteziene

= rcf‘sinq, %2 = rcf‘cosq, 13 = rcf‘tga.
Din conditia de migcare uniforma rezulta

V, V,
V2 = r2c§2(1+tgza) b d=d,=-2cosa =const. b q =g, +-2tcosa.
r r
Componentele acceleratiel in coordonate carteziene vor fi
& =-rd? cosq, &% = - rd¢?sing, &% = 0,
deci acceleratia este perpendiculari pe axa Ox®

a=-rd?(cosquy +sinquy).
Tn coordonate cilindrice, avand in vedere rezultatul din [11] (problema 2.5.2), se oktine

Ve =0,vg = rcf, vV, = rcftga; V= rcfiq +rc§tgaiz,

vcz, = r2(§2(1+tgza) P (f‘ :(flo :Vr—ocosa = const.,

ay =-rcf‘2,aq =O,aZ=O;a:-rcf‘21r.
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Triedrul lui Frenet asociat elicel este definit prin

2 2 2
s ° _ @0 JBCO @do P b 0s ds Ce
édq g 8dqz 8dqﬂ 8dqz  cosfa cosa |
dx
dX  da -
:E:%‘;L:ecosa(- singuy +cosqup +tgaig)
dq
dr _ v _r _ ;
o _Vy = >, v=-(cosqi; +sinqu,),
ds r cosca

p=1" v=-esnal(- sinqu; +cosqu, - ctgatg).
Din conditia de miscare uniforma se obtine

$=v, =cong.,
iar din formulele
_ Ox _ dxds _
dt dsdt
2
SV PR,

dt dt ds dt r

rezulta
Vo

V:VOT,a:r—V.

Cu gutorul programului urmator este reprezentata elicea si triedrul Frenet in diferite
puncte ale elicel. Reprezentarea grafica este data in figura 5.3.

r =4, a=20.5; ¢ 0: pi / 72: 4* pi ;
ex = r*cos(q); ey r*sin(q); ez = a*q;
pl ot 3(ex, ey,ez,'-k',"'LineWdth',2); hold on

u=0:pi/4: 4*pi;

X = r*cos(u); y =r*sin(u); z = a*u;
tx = -r*sin(u)/sqgrt(r”2+anr2);

ty = r*cos(u)/sqrt(r”2+ar2);

tz = alsqrt(r™"2+an2);

qui ver3(x,y,z,tx,ty,tz,.5'r")

nx = -cos(u); ny = -sin(u); nz = 0;

qui ver3(x,y,z,nx,ny,nz,.5'g")

bx = a*sin(u)/sqgrt(r~2+an2);

by = -a*cos(u)/sqgrt(r”~2+an2);

bz = r/sqrt(r~2+ar2);

qui ver 3(x, vy, z, bx, by, bz, 0.5,"'b")

axi s equal ;

view([ 120, 20])

Xl abel (' x*1',"' Font Si ze', 14);

Yl abel (' x*2',"' Font Si ze', 14);

Zl abel (' x*3',"' Font Si ze', 14);

text(-1,-1,7,["'r=",nun2str(r),"',a=",nunstr(a)],' FontSi ze', 14);

title('Triedru Frenet asociat elicei
circulare',' FontSize', 14);
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= tanganta
= rormala

!’=4, R —— binormala

Figura 5.3: Triedrul Frenet.

Problema 5.6 (Loxodroma): Un vapor se misca pe suprafara oceanului cu
viteza constanta, unghiul dintre viteza si meridian fiind constant . Si se determine
traiectoria vaporului.

Solutie:
Pamantul este presupus sferic, cu raza R. Utilizénd coordonate sferice
Vi =0,Vg = Rd, Vi = Rjécosq,
dar
Vg =vcosa,V; =vsina.

Prin urmare ecuatia diferentiala a traiectoriei este

dg _

— = cosqctga.
dj
Integrand cu conditiile initiale lat = 0

10 =21 =0,

se obtine
tg% = explj ctga ).
Traiectoria numita loxodroma este prezentata in figura 5.4 pentru a1 i%%%g
|

folosind programul dat Th continuare:
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al pha
n_al pha
for i=1

su

[ sx, sy, sz]

me
co
ho

q
X

y
z

pl

[pi/6 pil4d pil3];
[6 4 3];

03

bplot(1,3,i);

= sphere(20);

sh(sx, sy, sz)

| or map(gray);

Id on

pi / 30: pi / 30: pi *29/ 30;

-sin(qg).*cos(tan(al pha(i))*log(tan(qg/2)));
-sin(q).*sin(tan(al pha(i))*log(tan(a/2)));
cos(Q);

ot3(x,y,z,"-r","LineWdth', 2)

title('\Val pha=\pi/")
axi s equal ;
view([-120, 20])

title(['\alpha=\pi'," /', nunm2str(n_al pha(i))])

’

end
o=m'6 =4 =13
e o f e e )
547 0.5 05—
04— 04— 0
|
0.5 = 0.5 [t .5 — |
-1 A -1
i - 1 1
0 -1 i -1 o
a (4] 0

Figura 5.4: Loxodroma.

Problema 5.7 (Cicloida): & se studieze miscarea unui punct fixat P de pe o
circumferinga de razi a, care se rostogoleste fara sa alunece pe o dreapta din planul
circumferingel, centrul circumferingei avand viteza constantd Vo.

Solutie:
A

o} [
Figura 5.5: Generare cicloida.
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Fie reperul ortogonal (plan) cu originea in pozitia initialla a punctului
considerat, axa Ox" dreapta pe care aluneci cercul, ca in figura 5.5. Vectorul de

pozitie al punctului material x = OC +CP da coordonatele puntului geometric P
'?xl =0l - PB=aq - asing = a(q - sinq),
fxz =Cl - CB=a- acosq = a(l- cosq).
Acestea conduc la ecuatiile parametrice ale traiectoriel
ix!=alg- sing),
l 9
tx* = a(l- cosq),

care este o cicloida (gr. Kyklos = cer, eidos = aspect).
Viteza punctului P are componentele in coordonate carteziene

| &' = ad(1- cosq),
%ﬁ(z = adsing.
Se obtine

Vot =aq b cﬁ‘ :V;o = const.,@{i: 0,

iar viteza punctului P are marimea

Jief + (2f = 2adsin? = 2vosn = 0P

si este dirijata dupa directia PA.
Acceleratia punctului P are componentele in coordonate carteziene
i V2
j & = ad?sing = —2sing,
| a
!
T

Traiectoriei cicloida i se asociaza triedrul Frenet
TS0 ¢+ e 2
edgg §&dg; &dq

2
% = ad? cosq :Vzocosq.

= az[(l- cosq )? +sin2q]: 2ax?,

r:%:singl +cosg1 ,

ds 2+ 27
3—121: ! 8%05%11- sinq?ng
S 4asin(;e 2

_ q . q _ g _ )
P v=cos—1t,-9n—=1,,r =4asn— = 2mas =
Y p 1T At 2 &P G

p=1" v=1,.
Triedrul lui Frenet si raza de curbura depind numai de elementele geometrice ale
curbel, nu si de caracteristicele cinematice ale miscarii.
Proiectiile vitezei si acceleratiel pe triedrul lui Frenet sunt
2 .
. Vv .
V= 2VOS|nﬂ‘r, a=—°8%osgr - sindy8
2 ae 2 2 g

154



Prin programul urmator se face o reprezentare animata a cicloidei. Rezultatul final al
programului este dat in figura 5.6.

r = 5;
figure(l)
axis equal, axis([-6 100 -2 12]), hold on
line([-6,100],[0,0],"Color',"y")
line([O, O0],[-2,12], ' Color',"y")
unghi = 0:0.01: 2*pi; x1 = r*cos(unghi); x2 = r+r*sin(unghi);
cerc = plot(x1,x2)
punct = plot(0,0,"or'," MarkerSi ze', 2,' MarkerFaceColor',"'r")
pause
vO = 1; tinp = 0:0.5:95; m= length(tinp);
for i=1:m
x1 = vO*tinp(i)+r*cos(unghi); x2 = r+r*sin(unghi);
set (cerc, ' Xdata', x1,"' Ydata', x2)
theta = vO*tinp(i)/r;
xpl = vO*tinp(i)-r*sin(theta); xp2 = r-r*cos(theta);
set (punct,' Xdata', xpl,"' Ydata', xp2)
pl ot (xpl, xp2, ' om ,' Marker Si ze', 2)
dr awnow

10+ L L T
- a i
n g -

Z- V Vﬁ | \g /{
o] a0 o ro®

gt EEDRE,

e
& Fagy
U,

0 10 20 a0 40 50

Figura 5.6: Céteva arce de cicloida.

Problema 5.8 (Epicicloida): Sz se studieze miscarea unui punct fixat P de pe
un cerc de razz a, care se rostogoleste uniform fara sa alunece pe un cerc fix de razi
b, cele doua cercuri fiind tangente exterior, centrul cercului mobil avand viteza
constanta vo. Miscarea se desfasoara in planul celor doua cercuri.

Solutie:

Figura 5.7: Generare epicicloida.
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Fie reperul ortogonal (plan) cu originea in centrul O a cercului fix si axa Ox*
determinata de O si pozitia initiala a punctului solidar cu cercul mobil, cain figura 5.7
Vectorul de pozitie a punctului material

x=0C+CP
da coordonatele punctului geometric P

'?xl = (a+b)cosq +acosa,
fx* = (a+b)sng +asina.

mas‘éIPod mas‘éIP P ab =bq,

atb
a=b+g-p=—-q-p

Acestea conduc la ecuatiile parametrice ale traiectoriei

Tntrucat nu exista alunecare

ixl (a+b)cosq - acosgeiqu9
! (]

|
ix2 =(a+h)sing - asing—bq+,
1 ea g

care este o epicicloida (gr. epi=pe, peste, kyklos=cerc, eidos=aspect).
Viteza punctului P are componentele in coordonate carteziene

1.1 €. . a@+b &
(1 =-d(a+b)asing - Shg=——q 7,
= -dlarblging - sng =
e’ : b au
.I.f(z :(f‘(a+b)e 0sq - CO @iq =
t gc % a al
Miscarea centrului C fiind uniforma, se obtine
Vot =(a+bg b d = Vf
a
iar viteza punctului P are marimea

v (&1)2 + (&2)2 =2V, singaez—t;q j

Acceleratia punctului P are componentele in coordonate carteziene

:iw:'(am)&zgcosq- "Oséwb %

|
¥8&2 (a+b)c?2(§nq- a—bsm(;—bqﬂ%i

= ., & =0,
. congt., &

Traiectoriei (epicicloida) i se asociaza triedrul Frenet

142 2 &2
ds _ a%x 0 a%x 0
dg gdqg gdq @
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é. . aat+bh o é aa+b al
- 2ing - SNC——q 51, + AC0S] - COSC———( &,
g’iq gaq&il’l gcsq Sgaq&h:

dx
T —_—
ds 25inae£ .'
gZaq'
angebq.—ocosQ 91 ange%gsngéa bqo2
e g g € 2 g
. aeb ¢
2lsin :
£2a qj
Inipotezaci singeﬁq N , se obtine
e2a g
+b 6 . aat+tb o
T =CoSc——q A, +Sng——q 1,
e [ 2a g
2a+bé a&a+b o aa+b o u
P + CO -
dr_v_ 22§76 2 'g' 6 2 5l
ds T . &b 0
2la+b)snc—q~=
(a+b) ¢ 2l
a2atb ¢ aa+b o _4a(a+b) &b 6

Dv—-sng—q L +HCOSC———q A, T g—q—
e 2a g

2a+b e2a g
p=1" v=1,.
Triedrul lui Frenet si raza de curbura depind numai de elementele geometrice ale
curbei, nu si de caracteristicele cinematice ale miscarii.
Proiectiile vitezei si acceleratiel pe triedrul lui Frenet sunt

V2 é_bCO aeb ('__jT+2a+bSinaeb gvu
a+bga Sggqfa a ggqfa ]
Exemplificarea formei tralectorulor, data n figura 5.8 pentru diferite valori ae

vV=2v, sng£q4 a=

. b . <
raportului — , se obtine cu programul urmator:
a

g = 0:pi/120: 2*pi ;

x1 = 2*cos(qg)-cos(2*q); yl = 2*sin(q)-sin(2*q);
x2 = 3*cos(g)-cos(3*q); y2 = 3*sin(q)-sin(3*q);
x3 = 4*cos(qg)-cos(4*q); y3 = 4*sin(q)-sin(4*q);
xcl cos(q); ycl = sin(q);

xc2 = 2*cos(q); yc2 2*sin(Q);

xc3 = 3*cos(q); yc3 3*sin(q); subplot(1,3,1);

pl ot (xcl,ycl,'-b',x1,yl,'-r',"'LineWdth', 2)

axis equal ; axis([-5,5,-5,5]); axis off

title('b/a=1 cardioida','FontSize', 14)

subplot(1,3,2); plot(xc2,yc2,'-b",x2,y2,'-r',"'LineWdth', 2)
axis equal; axis([-5,5,-5,5]); axis off
title('bl/la=2","'FontSi ze', 14)

subplot(1,3,3); plot(xc3,yc3,'-b",x3,y3,'-r',"'LineWdth', 2)
axis equal; axis([-5.5,4.5,-5,5]); axis off
title('b/a=3","'FontSize', 14)
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b/a=1 (cardioida) bia=2 bia=3

Figura 5.8: Exemple de epicicloide.

Vizualizarea migcarii prin animatie pentru a=b se poate realiza cu programul:

a=1 b = a;
ncadre = 180;
M = novi ei n(ncadre);
for j = 1l:ncadre
g =j*pi/90; gc = 0:pi/90:q;
X = (atb)*cos(qc)-a*cos((a+b)*qgc/a);
y = (a+b)*sin(qgc)-a*sin((at+b)*qc/a);
xp = (atb)*cos(qg)-a*cos((at+b)*qg/a);
yp = (atb)*sin(q)-a*sin((atb)*qg/a); u = 0:pi/90: 2*pi
xa = (at+b)*cos(qg) +ta*cos(u); ya = (a+b)*sin(q)+a*sin(u);
xb = b*cos(u); yb=b*sin(u);
plot(x,y,"'r',xa,ya,'b' ,xb,yb,"b",xp,yp," ' ob','LineWdth', 2)
axis equal; axis([-3.5,3.5,-3.5,3.5]); axis off
Mj) = getfrane;
end
novi e(M

Problema 5.9 (Hipocicloida): S se studieze miscarea unui punct fixat P de
pe un cerc de razz a, care se rostogoleste uniform fara sa alunece pe un cerc fix de
razi b, a < b, cercul mobil tangent in interiorul cercului fix, centrul cercului mobil
avand viteza constanta vo. Miscarea se desfasoarda n planul celor doua cercuri.

Solutie:
(-

Figura 5.9: Generare hipocicloida.
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Fie reperul ortogonal (plan) cu originea in centrul O al cercului fix si axa Ox*
determinata de O si pozitia initiala a punctului solidar cu cercul mobil, ca in figura
5.9. Vectorul de pozitie a punctului material

x =OC +CP
da coordonatele puntului geometric P
'?xl =(b- a)cosq +acosj ,
ix2 =(b- a)sing +asin;j .

mas‘éIPo mas‘éIP P aa =bq,

. b-a
) =2p'a+q=2p'TCI-
Acestea conduc la ecuatiile parametrice ale traiectoriei

i x! = (b- a)cosq +a0059-—q

Tntrucat nu exista alunecare

0
o
T =(b- a)sing - a\sm(i;ad'm—q9

care este 0 hipocicloida (gr. hipo=sub, dedesubt, kyklos=cerc, ados:aspect).
Viteza punctului P are componentele in coordonate carteziene

1 €. . ab-a_ a
[k =-d(b- ajesing +sin 10
i Cf‘( )83' q gTq&]’
:':12(2=c§b-aeosq-coabb'—aq@'J
t ( )gc sg, a &

Miscarea centrului C fiind uniforma, se obtine

Vot =(b- ajg b cf:bvo

iar viteza punctului P are marimea
2 2 . aeb ¢
i+ (82) = 2v,lsnZEq 9,
Ve f + 2 =20 g—anj

Acceleratia punctului P are componentele in coordonate carteziene

= congt., é& =0,
a

1.1 2€ ab-a o
& =-(b-a 0s( - +',
i (b- a)d osq - 93 20
: 5 b-a_. ab-a_ &
%2 = - (b- a)d2ssing - sin R
f (b- ot P S
Traiectoriel (hipocicloida) i se asociaza triedrul Frenet
16° 2 .
ds _ a@ix 0 a@ix 0 . eb ¢
=2(b- ajsing——q 4,
dq gdq p gdq p eza
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~

- aqdfl
T % &{2:
ds ZSinaeb C
€24
ang bqgc s@a@'—zaqg angeb qgsn{:a@ q—.l2
g € 2 g g e 2a
. &b ¢
2sn :
&2a qj
Inipotezaci singeﬁq N , se obtine
g2a g
_ - 0 . ab-2a 0
T=C0sc——(A, *Inc——(04,
e [} 2a
b-2aé . ab-2a ¢ ab-2a ¢ U
& A, +co z
d‘r _V_ 2a 8 8 4o Sg 2 quﬂp
ds v 2(b a)singegqg
e2a g
ab 0 4a(b- a) . ab

p=1 v=1,.
Triedrul lui Frenet si raza de curbura depind numai de elementele geometrice ale
curbel. Proiectiile vitezel si acceleratiei pe triedrul lui Frenet sunt

Vv =2v,sin £q—=r a= Vo ébcoaeﬂq(.—jqwb_Zasinaeiqgvu
&2a g b-afa €'y a &a g

Exemplificarea forme traiectoriilor pentru diferite valori ae raportului b/a
este reprezentata in figura 5.10 si se obtine cu programul:

g = 0:pi/120: 2*pi ;

x1 = 2*cos(q)+cos(2*q); yl = 2*sin(q)-sin(2*Qq);
x2 = 3*cos(qg)+cos(3*q); y2 = 3*sin(q)-sin(3*q);
x3 = 4*cos(qg) +cos(4*q); y3 = 4*sin(q)-sin(4*q);
xcl = 3*cos(q); ycl = 3*sin(q);
xc2 = 4*cos(q); yc2 = 4*sin(q);
xc3 = 5*cos(q); yc3 = 5*sin(q);

subplot(1,3,1); plot(x1l,yl,'-r',xcl,ycl,'-b',"'LineWdth', 2)
axis equal; axis([-3,3,-3,3]); axis off
title('b/a=3","'FontSi ze', 14)

subplot(1,3,2); plot(x2,y2,'-r',xc2,yc2,'-b"',"'LineWdth', 2)
axis equal; axis([-4,4,-4,4]); axis off

title('b/a=4 (astroida)','FontSize', 14)

subplot(1,3,3); plot(x3,y3,'-r',xc3,yc3,'-b','LineWdth', 2)
axis equal; axis([-5,5,-5,5]); axis off
title('b/a=5","' FontSi ze', 14)
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b/a=3 b/a=4 (astroida) b/a=5

Figura 5.10. Exemple de hipocicloide.

Vizualizarea migcarii prin animatie pentru b=4a se poate redliza cu
programul urmator:

a=1 b = 4*a;
ncadre = 180;
M = novi ei n(ncadre);
for j = 1:ncadre
j*pi/90; gqc = 0:pi/90:q;
(b-a)*cos(qc)+a*cos((b-a)*qc/a);
(b-a)*sin(gc)-a*sin((b-a)*qc/a);
(b-a)*cos(q)+a*cos((b-a)*qg/a);
(b-a)*sin(qg)-a*sin((b-a)*qg/a);
= 0: pi/90: 2*pi ;
a (b-a)*cos(q)+a*cos(u); ya = (b-a)*sin(qg)+a*sin(u);
xb b*cos(u); yb = b*sin(u);
plot(x,y,'-r',xa,ya,'b'" ,xb,yb,"b",xp,yp, ob','LineWdth', 2)
axis equal; axis([-4.5,4.5,-4.5,4.5]); axis off
Mj) = getfrane;
end
nmovi e(M

T T
I
I n

5.3. Miscareain camp central

Problema 5.10 (Miscarea kepleriana): Si se studieze migscarea punctului
material sub acsiunea forsel de atracrie universala.

Solutie:
Forta de atractie universala este definita prin
Mmx
F=-f —, =[x,
T =l

unde s-au notat: m - masa punctului material atras,

M - masa centrului atractiv,

f - constanta de atractie universala.

Pentru miscarea in camp central sunt cunoscute urmatoarele rezultate:
- traiectoria este planda continuta in planul determinat de pozitia initiala si viteza
initiala date prin
x(0)=rq, [rof=ro
v(0) = vy, ”Vo” = Vo, D(ro’Vo) =a
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- In planul traiectoriel miscarea are loc cu vitezi areolara constanta
r’d=C=ryv, sina;
- ecuatia traiectoriel Tn coordonate polare se obtine din ecuatia lui Binet
d? ado, 1_ r2F(r)

dg?érg r  mC?

unde F(r) = |F|.

Tn cazul miscarii sub actiunea fortei de atractie universala se pot stabili cateva
proprietati particulare.

1. Traiectoria unui punct material supus actiunii fortei de atractie universala este o
conica care depinde de conditiile initiale:
2
: : : roV :
- traiectoria este elipsi daca k = ?MO < 2 (adica e<1);

2
- tralectoria este parabola daca k = % =2 (adica e=1);

2
- traiectoria este hiperboli daci k = r‘f)l‘\’/lo > 2 (adici e>1).

Intr-adevar, in cazul fortei de atractie universali, formula lui Binet devine
d* ado, 1_fM
2 G Tt —=
dgerg r C

si are solutia
1 Acosg + Bsing +2—'\Q.
r

Conditiile initiale in coordonate polare (r, 6) se scriu astfel
r(Q=r,, £&0O)=#K =v, cosa, r(O)cf(O) = rocf0 =v,sna

Cum iaég: - iE pentru determinarea constantelor A si B se obtine sistemul
dqérg (2d
] . 1 M
+ Acosg, +Bsnq, =—- —
: o %o r, C?
i
i cosa
i C
de unde rezulta
1 & Mo Vv, cosa
IA= T _2:C ot snqg,,
% o 2
in_2%l fMQ. V, Cosa
.B=g—-—-38nq,- cosq,.
t o g

Solutia obtinuta se poate scrie sub forma
r= P
1+ecoslg - ;)
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ceea Cce arata ca traiectoria este o conici, cu centrul atractiv in focar, si unde
_C? rX’gn’a

)= P (. )— Pcosa
o e0Sma)= -1 esina, - ay)=
2 . 2
=1+ P AN 2%tg(q0- a.)= r,vs sina cosa

VS
r,&rsn’a g rong

p rvisn’a - M
de unde rezultd natura conicel.

Acelasi rezultat se putea obtine utilizand integrala prima a energiei. Tntai si

observam ca forta de atractie universala este o forta conservativa (potentiald),
deoarece

xox2= - p e

“rer=

r’ r dt r® dté2 I r®dté2 g
Mm dr _ _Mmdr _d o Mmodr _ d &e MmMg
==t — = —¢T—5
r° dt redt dré r gdt dte r g

de unde rezulta ca potentialul fortei de atractie universala (pentru un punct material
atractiv) este

u(r)= £ Mm
r
Integrala prima a energiel se scrie:

%m(&2 wrig?)-u(r)=h,
1 fMm

unde h= Emvcf - —— este constanta energiei. Rezulta
r

(o]

Lo@ed ged 19 mm_,
= r
2

2 ggdq gr g,} r

unde notand u = 1 , Se obtine
r

.2 .2 24 .2
UG- 2 (hy vmu)- u?p EMY _ 1@ (M)S°0 & MO
édgg mc? edgg c2gm c? g C’p

® o fMp0
¢ Ccu- A
¢ € g _tM [ 2h (M)
arcco g-q, 5 2 2 COS(Q'ql)
2h (fM) - c® I¥mc” C
m C? g
Deci, rezulta
r= P
1+ecodd - q;)’
unde

p:C_2 e= :|_+LC2
M’ m(fM )*
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2. Daca traiectoria este dipsi (e<1), atunci se definesc apsidele pentru 6 = 6; si

0=01+7x:
lae p p o p 2 P
a==— + I= , b=ayl-e = )
28l+e 1-eg 1- €& L. &

tindnd seama de legea ariilor r 2(? =C, pentru perioada miscarii rezulta
_pab

t =27

C
Se obtine astfel legea a Il1-a a lui Kepler: raportul dintre patratul perioadei si
cubul semiaxei mari nu depinde de punctul material in campul de atractie al
aceluiasi centru

3. Daca sunt adevirate legile lui Kepler:
| traiectoria punctului material este o elipsd;
II: raza vectoare matura arii egale in intervale de timp egale (vitezi areolara
constanta);
[11: raportul dintre patratul perioadel i cubul semiaxei mari este constant, atunci
miscarea are loc sub actiunea fortel de atractie universala, trecand prin focarul elipsal.
Tntr-adevar, traiectoria fiind elipsi, este plana si ecuatia ei In coordonate polare este

_ P
~ 1+ecodg- )’
Legea adoua a lui Kepler in coordonate polare se scrie
r’d=c,
iar ecuatiile de miscare in coordonate polare sunt
m(@&- rc%z)= Fr, m(r(§&+ 2&&)= Fq-
Din ecuatia a doua de miscare si legea a doua a lui Kepler, rezulta F; =0, deci

miscarea se efectueaza sub actiunea unei forte centrale trecand prin focar.
Aplicand fornula lui Binet, se obtine

r cu e<l.

mC?eed? gdo 16_ mC? ecosg- ;) 1+ecos(- g,)o_ mC?

F=F =- —Itoi=- -
' r? dngl’g 'y r2 P P 5 pr?
Pentru cazul in care traiectoaria este elipsa, stim ca
t?_p’p_
oo congt,,

o . . .
de unde rezulta ca — este constanta independenta de punctul material, deci F este
p
invers proportionala cu patratul distantei r.
Se introduce unghiul q prin relatia

rsin(g - q,) = avl- €’ sing.

q-91_
2

+e
t
- e

Rezulta rcoslq - q;)= alcosq- e) si r = a(l- ecosq), tg i

«Q
N |2
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Se obtine

rcf =ayl- ezd,

C = ab(1- ecosq)d,

iar din integrala prima a ariilor

de unde rezulta
) C
-esng=—I|t- t,),
q q I ( o)

relatie utila n stabilirea dependentel de timp a coordonatelor polare ale punctului
material.
In figura 5.11 sunt prezentate exemple de conice depinzand de conditiile
initiale, pentru aceessi pozitie initiald r , (aleasa drept unitate de lungime) si pentru o
. . o . . rv: . T
viteza initiala a carei marime verifica relatia k = ?I\/(I) si care face cu directia initiala

6o un unghi «. Am considerat kl {1.7, 2, 2.5} (elipsi, parabola, hiperbola), 6o = 0 si
a = = | 2 (figura 5.11a), respectiv a = = / 4 (figura 5.11b). Rezultatele sunt obtinute
prin programul:

ke = 1.7; kp = 2; kh = 2.

5 .
uel = -pi:pi/360:pi; rel = ke./(1+(ke-1)*cos(uel));
xel = rel.*cos(uel); yel = rel.*sin(uel);
upl = -2.5:0.01:2.5; rpl = kp./(1+(kp-1)*cos(upl));
xpl = rpl.*cos(upl); ypl = rpl.*sin(upl);
uhl = -2.05:0.01:2.05; rhl=kh./(1+(kh-1)*cos(uhl));
xh1l=rhl. *cos(uhl); yhl=rhl.*sin(uhl);
ue2 = -pi:pi/360:pi; re2=ke./(2+(ke-2)*cos(ue2)-ke*sin(ue2));
xe2 = re2.*cos(ue2); ye2 = re2.*sin(ue2);
up2 = 2:0.01:7.5; rp2 = kp./(2-kp*sin(up2));
Xp2 = rp2.*cos(up2); yp2 = rp2.*sin(up2);
uh2 = -3.8: 0.01: 1; rh2=kh./(2+(kh-2)*cos(uh2)-kh*sin(uh2));
xh2 = rh2.*cos(uh2); yh2 = rh2.*sin(uh2);

subplot(1,2,1);

pl ot (xel,yel,'-r',xpl,ypl,':g" ,xhl,yhl,'.b","'LineWdth', 2);
Xl abel ('*x_1/r_o','FontSize', 14);

Yl abel (' x_2/r_o','FontSize', 14);
text(-5.5,0,"k=1.7","Font Si ze', 14);
text(-6,-4.2,"'k=2","FontSi ze', 14);
text(-2,6,"'k=2.5","Font Si ze', 14);

text(-2,-6,"\Val pha=\pi/2',' FontSi ze', 14);

axis equal; axis([-8 2 -8 8])

subplot(1,2,2);

pl ot (xe2,ye2,"'-r',xp2,yp2,':9",xh2,yh2,"'-.b","'LineWdth', 2);
Xl abel ('x_1/r_o',' Font Si ze', 14);

Yl abel (' x_2/r_o',"' FontSi ze', 14);
text(-0.5,4.4,"k=1.7","' FontSi ze', 14);
text(1.9,6.5,"'k=2","Font Si ze', 14);
text(-4,-1,"'k=2.5","'FontSi ze', 14);

text(-1,-4,"\al pha=\pi/4',' FontSi ze', 14);

axi s equal

axis([-5 5 -8 8])
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Programul urmator cuprinde animatia a miscarii pe elipsa:

a=1, e =0.85 ¢ ==¢e*a;, b =a*sqrt(1l-e”2); r = 0.05;
ncadre = 72; M = novi ei n(ncadre);
syns x
s = 0: pi/36:2*pi
for j = 1:72
t = (j-21)*pi/36;
u = solve(x-e*sin(x)-t); p(j)=eval (u);
end
for j = 1:72
x1 = a*cos(s); yl1 = b*sin(s);
xc = a*cos(p(j))+r*cos(s)/2; xc = eval (xc)
yc = b*sin(p(j))+r*sin(s)/2; yc = eval (yc)
XS = c+r*cos(s); ys = r*sin(s)
plot(x1,y1,'-r"',xc,yc,"'.r',xs,ys,'.b")
axis equal; axis([-1.1,1.1,-1,1]);
Mj) = getfrane;
end
novi e(M 3)

Problema 5.11 (Problema satdlitilor artificiali): S se studieze migcarea in
camp central in cazul n care corpul atractiv este Pamantul, iar corpul atras un satelit
artificial, sub actriunea forsel de atracrie universala. Si se stabileasca condiriile de

satelizare.

Solutie: La suprafata Paméntului, forta de atractie universala este egala cu greutatea

punctului material, deci avem

Mm

RZ

F f b

166

fM = gR?,



unde R = R, este raza Pamantului. Traiectoria "punctului material” atras trebuie s fie
0 €elipsa, pentru ca acesta si fie satelit. Deci

r.v: <2fM =2gR%.
Prin urmare, viteza de lansare a satelitului de la distanta r, > R trebuie sa fie astfel
ncéat
r.v2 <2gR?. (5.13)
Traectoria satelitului (elipsa) nu trebuie sa intersecteze suprafata Paméantului, deci
pentru

2,2 - 2 0
r: p , p:rOVOsna e _1+p O _ZI
1+ecosq fM rong &
trebuie si avem
r>R "qf [0,20]
de unde rezulta ca
- P
'min =—— > R.
min 1+¢€
Astfel, obtinem
2 .
P srp Psirep B 19 sep PP iisgs P 2%
1l+e R eR g R? R rng a9
2 0 2 0 0
DL 10, Vo mldna 0 10
R gR ly & ™M & gR r,
Cumr,> Rrezulta ca
r2sn2a - R? >0;
si
- R 2 - RR
2ol R R 2gR* (o - R)

Rr, (rozsinza- Rz)b v§ >

de unde folosind si conditia (5.13) se obtine
29R? (- RR

) (I’ozsmza RZ)

> 2gR?

o (rozsinza - R2)<VO ) o (514
Tn consecinta, conditiile de satelizare sunt
irZsina > R,
{ (5.15)
i 2gR(r,- R) << 29R*
{r(r sn’a - RZ) .o

Din (5.15), si echivalenta
2r sn%a(r, - R)>r2sn% - R* U (r,sina - R)*+2r,Rsina (1- sina)>0
se obtine inegalitatea
29R2 (1, - R)sin’a
I’ gnla - R?

gR’ < <r’v’sin’a,

Dininegdlitatea 1Tp > R rezulta si ca p>R.
€
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Daca intrarea pe traiectorie se face sub unghi o = z / 2, atunci din (5.15) se
obtine
3 2
2R <vi< 20R .
r.0 (rO + R) r.0
Daca lansarea se realizeaza aproximativ de la suprafata Pamantului, ry » R, atunci

gR< vg <20R
Mirimea +/gR » 7.29 knVs reprezinti ~ prima vitezi cosmica, iar mirimea

A 20R »11.2 knVs reprezinta a doua vitezi cosmica. Orice corp lansat de la

suprafata Pamantului, perpendicular pe raza vectoare, cu 0 viteza cuprinsi intre cele
doua viteze cosmice, devine satelit al Pamantului. Pentru a evita efectele frecarii cu
atmosfera, se iarp incat sa includa si grosimea atmosferel (intrarea pe orbita la limita
superioara a atmosferei); in acest caz, vitezele cosmice se modifica usor.

Pentru abordareain MATLAB consideram variabilele adimensionale
r Y/
X=2>1Y=—2_>0.
R 1,

TR

Conditia de satelizare (5.15), se scrie in variabile adimensionale, astfel
I XY? <2,
|, 2 2 . 2 0
Y\ X“gn“a-1)>2cl- —=
t ( ) & Xg
Aceste relatii sugereaza considerarea in plan (X,Y) a curbelor

ve | 2 v= |2 goy= | AX-1)
QY= X(X+1) Ci'Y_\/;’ C%'Y_\/x(xzsirﬁa)-1’

unde I'y este, de fapt, I'; pentru a = % . Aceste curbe sunt reprezentate grafic in figura

5.12 rezultata din programul

x1 = 0.2:0.001:6; yl = sqrt(2./x1); y0 = sqgrt(2./x1./(x1+1));

all = pi/3; x210 = 1/sin(al 1)"72;

x21 = x210: 0. 01: 6;

y21 = sqrt(2*(x21-1)./x21./(x21.*x21*sin(al 1)*2-1));
al2 = pi/l4; x220 = 1/sin(al2)"2; x22 = x220:0.01:6;
y22 = sqrt(2*(x22-1)./x22./(x22.*x22*sin(al 2)72-1));
al3 = pi/6; x230 = 1/sin(al3)"2; x23 = x230:0.01:6;
y23 = sqrt(2*(x23-1)./x23./(x23.*x23*sin(al 3)"2-1));
yas = 0:0. 1: 3;

plot(7,0,1,yas,"':k',x1,y0,"'-k",x1,yl1,'-k',x21,y21,": k"', ..
x22,y22,"': k' ,x23,y23,"':k','LineWdth', 2);
text(1.45,1.1,'\leftarrow al pha=\pi/3',' Font Si ze', 14);
text(2.7,0.7,"\leftarrow al pha=\pi/4',' FontSize', 14);
text(5.5,0.56, ' \leftarrowh al pha=\pi/6',"' Font Si ze', 14);
text(0.4,1,' (\Ganma_o) "', ' Font Si ze', 14);
text(0.45,2.2,' (\Ganma_1)"', "' Font Si ze', 14);
text(6.2,0.3,'(\Gamma_2)"', "' Font Si ze', 14);
Xl abel (' X=r _o/ R ,"' Font Si ze', 14);
Yl abel (' Y=v_o/sqgrt(gR)',"' Font Si ze', 14);
text(2,3,'\Gamua_o: Y=sqrt(2/ X/ (X+1))',' FontSize', 14);
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text(2,2.75,'\Ganma_1: Y=sqrt(2/X)','FontSize', 14);
text(2,2.5 '"\Gma_2: Y=sqgrt(2(X-1)/ X (X*2sin”2(\alpha)-1))");
title('Conditii de satelizare','FontSize', 14)

35
a} ; I : Y=sqrt(2/X/(X+1)) ]
: 1"1: Y=sqrt(2/X)
25 - I, Y=sqrt(2(X-1)X/(sin®(a)-1))
=
o
Ky
[}
T 1sf
-
1 ]
1] o B
D 1 1 1 1 1
1] 1 2 2 4 5 5] r

X=rof'Fi
Figura 5.12: Conditii de satelizare.

Domeniul de satelizare D =D, G D, (a ), domeniul D, fiind delimitat inferior de axa

OX, la stinga de dreapta X=1 si superior de curbal’, iar Do(o) inferior de curbal™, la

stéanga de dreapta X =_i. In programul urmator sunt calculate, ca exemplu,
sna

céteva orbite in functie de vitezele initiale. Reprezentarea grafica a orbitelor este in
figura’5.13.

X0 = 5.5; YO = 0. 4;
cond = (2*(X0-1)/ X0/ YON2+1)/ X0"2;
cd = sqgrt(cond/ (1-cond));

alinf = atan(cd); alsup = pi-alinf;
alo = pi/2; ale = pi/4; u=0:pi/180: 2*pi;
xc = cos(u); yc = sin(u);
| o=1/ (X0*YO*si n(al 0))"2+(1/ X0-1/ ( X0*Y0*sin(al 0))"2)*cos(u)-...
cot (al 0)/ X0*si n(u);
xo = cos(u)./lo; yo = sin(u)./lo;
| e=1/ ( X0* YO*si n(al e))~2+(1/ X0- 1/ ( X0* YO*si n(al e))"*2)*cos(u). .
-cot (al e)/ X0*sin(u);
xe = cos(u)./le; ye =sin(u)./le;
i nf=1/(X0*YO*sin(alinf))”2+(1/X0-1/(X0*Y0*sin(alinf))"2)*...
cos(u)-cot(alinf)/X0*sin(u);
xinf = cos(u)./linf; vyinf = sin(u)./linf;
| sup=1/ ( X0* YO*si n(al sup))"2+( 1/ X0- 1/ ( X0* YO*si n(al sup))"2)*...
cos(u)-cot (al sup)/ X0*sin(u);
xsup = cos(u)./lsup; ysup = sin(u)./lsup
pl ot (xc,yc,'-k','LineWdth', 3);
axi s equal; hold on
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plot(0,7,0,-7,x0,y0,'-k',xinf,yinf,"--k', xsup, ysup,"'--k',...
xe,ye,':k',"'LineWdth', 2);

axis([-6 12 -7 7]); axis off

text(-0.2,0,'T,"'FontSize', 14);

text (6,6, ' \leftarrow \al pha=\pi/4',' FontSi ze', 14);

text(6.7,0.9,['\leftarrow \alpha_i_n f=" ,nunkstr(alinf)],...
' Font Si ze' , 14);

text(6.7,-1.2,['\leftarrow \al pha_s_u_p="', nun2str(alsup)],...
' Font Si ze' , 14);

text(-5.2,-4,"\Valpha=\pi/2 \rightarrow ,' FontSi ze', 14);

title("Obite in functie de vitezele initiale','FontSize', 14)

hol d of f

Figura 5.13: Orbitein funcfie de vitezele inifiale.

Problema 5.12 (Miscarea pe semicircumferinta): Un punct material se
misca pe o circumferinzg de diametru 2a sub acsiunea unei forre de atractie din
partea unui punct fix O al circumferinsei (figura 5.14). Si se deduca expresia forzel
centrale care determing aceasta migcare si viteza in punctul A diametral opus lui O
pentru care miscarea s fie posibila.

Solutie:

a] = o
Figura 5.14: Miscarea pe circumferinyd.

Fie OA axa Ox". Datele initiale ale problemei (cu A pozitie initiala) sunt
ro =2a,00 =0, f, =0, rody =V, C = 2av,.
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Reprezentarea parametrica atraiectoriei fiind
r = 2acosq,
din ecuatia lui Binet rezulta

2~2
F(r)— 8ma“C )

5 b

r

prin urmare forta care determinia miscarea are expresia
F(r)=- m—k k>0,

ro
daca viteza initiald v, este astfel incat k = 8a”C ?, adica

Y
(a2 V2 f2V2

Punctul material gjunge din A in O (si miscarea inceteaza) dupa un interval de timp ce
se obtine din legea ariilor

4a°d cos2q = 2av,,
adica
t= @ 9 COSquq = ia +£Sin 2q9
(a Vo € 2 a
si deci

_ pa

tiot =— dg=——-.

tot ~ (a c os?qdq = v,

Reciproc, se poate pune problema determlnaru traiectoriel punctului material sub

actiunea fortei centrale
_ 8ma’c?
F(r)=- r—5r,
stiind datele initialelat =0
1
r(0)=ro =2a,0(0) =do =0, V(0) =V = .[7,a = B(ro,vp)= %
o
unde k = 8a?C ?si C = 2av,.
Ecuatia parametrica a traiectoriei se obtine integrand ecuatia Binet in care

Tnlocuind expresiafortei F(r) se obtine

o Ho 1 a5
dngfb roo3

unde inmultind cu 18@ rezulta
dg er g

1d3%eia§__01dg%a_29 _
2dq9gdqergg ' 2dqgerg 5 2da&rg =

de unde, tinnd seama de datele initiale, se obglne
1eed ol 60 rogl 19 121 19 ®daded _ o

9 - - "+
ZEdqefﬂg 2G4 (5 282 (25 &dueérgg 4 r2
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Eeiz—g ——4-% + =r§-r°bh —= r02-r2I:>
reddg 1t edq g dq
A ar =g P q=arcco ol QID I =gy COSq
Q== " = % =To :
0o %l

o : . . r
Deci, traiectoria este o circumferinta de razi EO :
Acelasi rezultat se putea obtine si pornind de laintegrala prima a energiei.

1 [k . . . . .
Daci v, 212 pentru B(ry,vy) = % atunci punctul traiectoria punctului nu mai
0}

este circulara.

Programul MATLAB urmator cuprinde reprezentarea animata a miscarii pe
circumferinta.

rb = 0.05; ncadre = 288; M = noviein(ncadre);
for j=1:ncadre

tc = j*pi/2/ ncadre

Synms z

zc = solve(z+sin(2*z)-tc);

gqc = eval (zc); xc = 2*cos(qgc)”2; yc = sin(2*qc);
S = 0:pi/90:pi/2; x = 2*cos(s)."2;, y = sin(2*s);
u=0:pi/72:2*pi; xb = rb*cos(u); yb = rb*sin(u);

plot(x,y,'-b",'LineWdth', 2);
hol d on
pl ot (xc+xb, yc+yb, "' -r',' LineWdth', 3);
axi s equal; axis([-0.1 2.1 -0.1 1.1])
hol d of f
Mj) = getfrane;

end

nmovi e(M

Problema 5.13 (Miscarea pe lemniscata): Un punct material se misca sub
acfiunea unei fore centrale pe lemniscata r’= a - cos 20 (figura 5.15). Si se deducd
expresia forzei care determing aceasta migcare si relagia ce trebuie sq existe intre
dateleiniziale si marimea forzei.

Solutie:

Figura 5.15: Migcarea pe lemniscata.
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Pozitiainitiala a punctului material este caracterizata prin

r, =|ro|=/acos2q, ,q, =B(r,,0x),v, =|v,|,
unde pentru a>0 avem q, 1 Ee P PO @,29.
e 44g ¢4 4 g
Vitezainitiala fiind v, unghiul & cu r, se poate determina din relatia
2sn2q,

J1+3sn%2y,

tindnd seama de reprezentarea parametrici a traiectoriei, din ecuatia lui Binet rezulta
2~2
F(r)=- Mt

cosa = cos(r,,v,)=-

7 1
r
deci expresiafortel centrale care determini aceasta miscare este
Kk
F(r)=- —

r
undek=3a?C?>0si C=ro Vo Sna.

Miscarea sub actiunea unei asemene forte are loc pe curba data numai daca
vitezainitiala a punctului material are valoarea

_ k
Vo = 3 o
3a” cosZ, sin“a

Punctul material parcurge arcul Pg P dupa un interval de timp ce se obtine din legea
ariilor

ad cos2q =r,v, sina,
adica

q cos2qdq = ' sn2q - sin2qo).

a o}

Punctul gjunge in O (si miscarea inceteaza) dupa intervalul de timp

_IgVgSina pl4 roVo Sina (

tior = cos2qdq = 1-sn 2q0).

(o]

Reciproc, se poate pune problema determinarii traiectoria unui punct material

: : : mk L
sub actiunea fortei centrale atractive F(r)=- —- , cu conditiile initiale lat = O:

I’7 ’
1 [k
r(0)=1,0(0) =do =0,¥(0) =vo = — 32 =%,
o

Prelucrand integrala prima a energiei
%m(&z + rchz)- u(r)=h,
mk 1 - mk

si h==mvg - — =0, seobtine

unde U(r) =
6r© 2 6rd
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%m(&z + rchz)- LS =0,

6r®
unde utilizénd ca & = i(f si din legea ariilor d = % cuC=rgvg = 12\/E , rezulta
dg r e V3
4 .2 4 42
éﬁrg r_2L6p ﬂg +r2:r_23r0C63 b
edq g C°3r° édgg cC* 3r
.. 4 .2
o, :rizb 8‘?&9 =r}-r?
edq g r edqge
2not >
Notand r < = r§w, se obtine ecuatia
1@_\/\/92 =1- 2
4edq g
Deoarece r <r, scade, deci w < 1 scade, rezulta ecuatia S—W =-2y1- w? , din care,
q

tindnd seama ca W(0) = 1 si integrand pe [0, t], se obtine
arccosw—arcos 1 =2(6 - 6p),
adica, se obtine w = cos 26. Deci, se obtine ecuatia traiectoriel
re= r02 cos2q,
ceea ce inseammna ca traiectoria este o lemniscata.

Traiectoria punctului material sub actiunea fortei centrale atractive de tipul
mk : L 1 |k :
Fir)=-" pentru o vitezi initidd vy * — .|~ pentru a =2, nu mai este o

r! i r03 3 2

lemniscata.

Programul urmator cuprinde reprezentarea animata a miscarii pe lemniscata.

a=1 q0 =0; tfinal = 1; rb = 0.01;
ncadre = 300; M = novi ei n(ncadre);
for j=1:ncadre

tc = j*tfinal/ncadre; gc = asin(tc)/2;
Xc = cos(qgc)*sqgrt(a*cos(2*qc));
yc = sin(qgc)*sqgrt(a*cos(2*qc));

S = -pi/4:pil/180: pil4;
Xx=c0s(s).*sqrt(a*cos(2*s)); y=sin(s).*sqgrt(a*cos(2*s));
u=0:pi/72:2*pi; xb = rb*cos(u); yb = rb*sin(u);
plot(x,y,' -b'","'LineWdth', 2);
hol d on
pl ot (xc+xb, yc+yb, "' -r',"' LineWdth', 4)
axi s equal
axis([-0.05 sqgrt(a)+0.05-sqgrt(a)/2 sqrt(a)/2])
axis off
hol d of f
Mj) = getfrane;

end

movi e(M
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Problema 5.14 (Miscarea pe spirala lui Arhimede): Un punct material se
migcd sub acfiunea unei forse centrale pe spirala logaritmica r = ae'? (figura 5.16).
S se deduca expresia forzei care determing aceasta miscare si relagia ce trebuie sa
existe intre datele inisiale si marimea forzel.
Solutie:

4 F s
T P
/e L

Figura5.16: Miscarea pe spirala logaritmica.

Pozitiainitiala a punctului material este caracterizata prin
— — Iq -
r0 _|r0|_ ae O’qO’ 0 _|V0|'
Vitezainitiala fiind v, unghiul e cu rq rezulta din
I

NER

tindnd seama de reprezentarea parametrici a traiectoriei, din ecuatia lui Binet rezulta

F(r):_ﬁ(ﬂ)

I’3

deci expresiafortei centrale care determini aceasta miscare este

F(r):-rrn—;(,

cosa =cos(fq,Vg) =

undek=C?(1?+1)>0si C=roV, Sna.
Miscarea sub actiunea unei asemenea forte are loc pe curba data numal daca
viteza initiala a punctului material are valoarea

)
Punctul material parcurge arcul P,P dupa un interval de timp ce se obtine din legea

ariilor
a2de? d = LS |
12 +1

de unde
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2 2 e
t= a_ |—+1§2| q _ e2| qO Q
2 V k [}

Reciproc, se pune problema determinarii traiectoriel unui punct material sub actiunea

fortei centrale F(r) =- m—;( , cu conditiile initiale lat = O date prin
r
Jk
r0) =rq,q(0) =gy =0,vy =—,a.

Ecuatia lui Binet

dq2 &rg r Cc2r
se scrie sub forma
2 N
d—gég- ctgza —=
dg? ér g r
si admite solutia
1

== Aeqctga + Be-qctga .
r

Din conditiile initiale pentru constantele A si B se obtine

A=0, Bzictga,

o
deci
r=r,el9%
adica, traiectoria este o spirala logaritmica.

: . : . . : mk
Traiectoria punctului material sub aciiunea fortei centrale F(r)=- —- pentru
r
0 viteza initiala vy * — nu mai este o spirala logaritmica.
o

Programul urmator cuprinde reprezentarea animata a miscarii pe spiraa
logaritmica.

a=20.01;, Ib=0.2; g0 = 4*pi;

ttot = exp(14*I b*pi)-exp(2*I b*q0);

rb = 0.01; ncadre=300; Me=novi ein(ncadre)
for j = 1l:ncadre

tc = j*ttot/ncadre; qc = log(tc+exp(2*Ib*q0))/2/IDb;
xc = a*exp(l b*qgc)*cos(qc); yc = a*exp(lb*qc)*sin(qc);
s = 0:0.005: 7*pi *1. 01,

x = a*exp(lb*s).*cos(s); y = a*exp(lb*s).*sin(s);
u=0:pi/72:2*pi; xb = rb*cos(u); yb = rb*sin(u);

plot(x,y,'-b","'LineWdth',2); hold on
pl ot (xc+xb, yc+yb, ' -r',"' LineWdth', 3); axis equal
axis([-0.9 0.5 -0.4 0.65])
hol d of f
Mj) = getfrane;
end
movi e(M
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Problema 5.15 (Oscilatorul anizotrop - Curbe Lyssajous): Si se studieze
miscarea unui punct material supus unei forze F = —Cx, C fiind un tensor de ordinul
al doilea simetric poztiv definit.

Solutie:
Ecuatia de migcare este
nk = - Cx.

Fie mi, my, ms directiile principale ale tensorului C si ki, ko, ks valorile

principalecuk >0, j = 1, 2, 3. In baza formata din directiile principale avem

3 3
_ 5 N - _ 9 i
C—’alkjmjAmj s Cx—alijmj.
1= J=
Deci ecuatiile scalare de miscare sunt

. . . . K:
mé! =-k;x!, j=1,23 s & +Wj2XJ =0, cu sz = =123
m
si admit solutiile
. . % . .
x) = x} coswjt+=snw;t, j=123 s xJ=A cos(wjt- aj), j=12.3,
Wj

o2 . .

i 2 &l o x) . ] . .
unde A! = (x({) +627 | cosaj =—% si shaj =—>— pentru j =1,2,3, iar
8mq p Al W AJ

J
xd si %} sunt din conditiile initiale
3 . 3 .
xO=Xo=axim; s kO0)=k,=gximj.
=1 =1

Forma solutiilor indica faptul ca miscarea este marginita, traiectoriile sunt cuprinse in
interiorul unui paralelipiped, centrat in origine, cu laturile 2A, 2A2, 2A3. Miscarea este
periodica numai daca exista numerele naturale n;, ny, nz astfel incat

wowy wy
Curbele obtinute se numesc curbe Lyssajous.

Pentru cazul bidimensional, in figura 5.17 sunt reprezentate traiectoriile
realizate prin programul urmator:

t = 0:.01:2*pi; vy = cos(t);

x1 = 2*cos(2*t); x2 = 2*cos(2*t-pil/4); X3 = 2*cos(2*t-pil2);
x4 = 2*cos(3*t); x5 = 2*cos(3*t-pi/3); X6 = 2*cos(3*t-pi/2);
X7 = 2*cos(3*t-2*pi/3); x8 = 2*cos(4*t); x9 = 2*cos(4*t-pi/4);

x10 = 2*cos(4*t-pi/2); x11 = 2*cos(7*t); x12 = 2*cos(7*t-0.4);
y1l2 = cos(3*t);

subpl ot (4,4,1); plot(xl,y); axis equal tight; title('2,1,0');
subpl ot (4,4,2); plot(x2,y); axis equal tight; title('2,1,\pi/4");
subpl ot (4,4,3); plot(x3,y); axis equal tight; title('2,1,\pi/2");
subpl ot (4,4,5); plot(x4,y); axis equal tight; title('3,1,0);
subpl ot (4,4,6); plot(x5,y); axis equal tight; title('3,1,\pi/3");
subpl ot (4,4,7); plot(x6,y); axis equal tight; title('3,1,\pi/2");
subpl ot (4,4,8); plot(x7,y); axis equal tight; title('3,1,2\pi/3");
subpl ot (4,4,9); plot(x8,y); axis equal tight; title('4,1,0);
subpl ot (4, 4,10); plot(x9,y); axis equal tight; title('4,1,\pi/4")
subpl ot (4, 4,11); plot(x10,y); axis equal tight; title('4,1,\pi/2")
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subpl ot (4, 4,13); plot(x1l,y); axis equal tight; title('7,1,0");
subpl ot (4, 4,14); plot(x12,yl2); axis equal tight; title('7,3,0.4");
set (findobj (' Type','line"),"'LineWdth', 2)

Tn programul de mai sus am considerat citeva perechi de rapoarte ae frecvertelor si
defazaje initiale conform tabelului urmator:

(@)

[y

2 2 2 3 3 3 3 4 4 4 7 7
1 1 1 1
o O | nl4 | =nl2 O| o3| #l2 | 2x/3| O | nld | =2 0 04

e
N
[ —
[ —

Figura 5.17: Exemple de curbe Lyssajous.

5.4. Miscareapeocurba

Problema 5.16 (Pendulul matematic): S se studieze migcarea unui punct
material greu, de masa m, pe o circumferinsa deraza |, in plan vertical. Se cere:

a) deducerea legii de miscare a punctului material (legea lui Newton Tn
proiecrie pe axele referensialului inerfsial cartezian, legea lui Newton in proiectie pe
triedrul lui Frenet, teorema momentului cinetic, teorema energiei cinetice);

b) marimea forzei de legaturg;
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c) tipuri de migcari ale punctului material greu pe circumferinsa verticala,
discurie dupa condiriileiniziale.

Frecarea si rezistensa mediului se neglijeazi.
Solutie:

XI

mg
Figura 5.18: Pendulul matematic.

Rezolvarea teoretica a problemei presupune mai multe etape.

a) Deducerea legii de migcare a punctului material.
Se considera referentialul inertiadl Ox®C, avand originea in centrul
circumferintei verticale, planul vertical a circumferintei fiind planul Ox'?, cu Ox'

~

verticala descendenta (figura 5.18). Coordonatele punctului material trebuie si

satisfaca restrictiile
'i,'(xl)2 +(x2)2 =12,
|
sz =0.
Asupra punctului material actioneaza forta de greutate mg si forta de legatura
(reactiunea) normala la circumferinta N, aflata in planul vertical al circumferintel.
Legea lui Newton Tn proiectie pe axele referenvialului inersial cartezian.
In acest caz, legea lui Newton se scrie astfel

mé=mg+N
si prin proiectie pe directiile referentialului ales conduce la ecugiile
' mit = N1+ mg,
mie? = N2,
) m3 — N3.

1
Cum miscarea are loc in plan vertical, x3 = 0, si reactiunea normald N este in planul
vertical a circumferintei, N ® = 0, a treia ecuatie scalara este adevarati. in continuare
se va lucra numai in planul Ox>e.
Deoarece directia reactiunii este cunoscuta, ecuatiile de miscare se pot scrie
sub forma
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!
e
Tma? = - N2
) |
Trecand la coordonate polare
i x' =lcosq,
%xz =lsing,

ecuatiile de miscare devin
I ml &&é&an ¢? cosq)— - N cosq +mg,
Tml cosq cfzsmq =-Nsnqg.

Prin eliminarealui N, rezulta ecuatia pendulului matematic

&+%dnq=o (5.16)
si marimea algebrica a fortei de legatura

N = mgcosq + mlcflz. (5.17)
Pentru forta de legatura normala la traiectorie - in absenta frecarii - se putea scrie

gradaf) (X) IZO grad( ) ag(l x° 9+m3,

gradaf) N _pj‘ ) I T

deci 2 = N, = 0. Multiplicatorul N nu este o constanta, ci depinde de pozitie (prin
intermediul vitezei) (daca N ar fi fost constant, ecuatiile diferentiale in coordonate
carteziene ar fi fost liniare, usor integrabile, n contradictie cu ceea ce se intampla cu
ecuatia pendulului matematic).

Legea lui Newton in proiectie petriedrul lui Frenet.

Legea Iui Newton in proiectie pe triedrul lui Frenet (t,v,8) conduce la

ecutiile

1 m¢=-mgsing,
)

Y
¥m|—=-mgcosq+N.

Deoarece B =13 sunt doar doua ecuatii scalare.
Avand in vedere ca
= |(§(,

se obtine imediat ecuatia de miscare (5.16) si marimea fortei de legatura (5.17).
Teorema momentului cinetic.
Momentul cinetic al punctului material este in acest caz

Ko=x"mv=h;" mlcf‘lq =ml chlz,
iar momentul rezultant al fortelor data si de legatura
Mg =x" (mg+N)=x" mg=-mglsinq,.
Teorema momentului cinetic

dK o
—~ =M
dit ©

conduce direct la ecuatia de miscare (5.16).
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Teorema energiei cinetice.
Energia cinetica a punctului material este
= lrn\/z = 1m| 2&(2’
2 2
iar puterea mecanica afortelor data si de legatura
P =vxmg+N)=vxmg = mg&! = - mgldsing.
Teorema energiel cinetice

dr _

dt
conduce, din nou, direct, la ecuatia de miscare (6.16).
Prin teorema momentului cinetic si prin teorema energiel se obtine direct ecuatia de
miscare, dar nu mai sunt informatii despre forta de legatura.

b) Ecuatia de miscare (5.16) admite integrala prima
%ml 2&2 - mgl cosq = const.,

numita integrala prima a conservarii energiei totale, constanta fiind determinata din
conditiile initiale.

c) Tipuri de migcari ale punctului material greu pe circumferinga verticalda.
Caracteristicele migcarii punctului material greu pe circumferinta verticala vor
fi determinate de conditiile initiale impuselat =0

X(0) = X0, %(0) =V, sau q(0) =qo, d(0) =d. (5.18)

1. Mici oscilarii.

Daca pozitia initiala si viteza initiala sunt astfel incat punctul material sa
ramana n vecinatatea pozitiei de echilibru stabile g =0, atunci ecuatia de miscare se
poate liniariza

snqgig b &+3Jg=0
a:q 1470 (5.19)

Solutia ecuatiei de miscare liniarizate (5.19), cu conditiile initiale (5.18), este

2 g0 . & (g0 / | e 0
q=qocos§t\/Igl%ﬂf‘osmg\/lggj sau (= q§+5cf‘§ CO%I\/|§+8.§

unde \/7&0
cosa = \/7 sna = W

Conditia ca liniarizarea si aiba sens (0 < 6- = 5°) este ca
I
as +EC?§ £q?.

Liniarizarea nu are sens in vecimtatea pozitiel de echilibru 6 = x, deoarece este
pozitie de echilibru instabila.
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Integrala primi de conservare a energiel totale, cu conditiile initiale
considerate, se expliciteazi astfel

Iztf‘2 = 2gl cosqg + h, h:vcz, - 2gx%.

Fie xlA 0 abscisa definita prin

astfel incét integrala prima se scrie sub forma
1242 = Zg(l cosq - xlA)
Aceasta relatie arata ca in cursul miscarii
xlA £xIEI

2. Cazul - | < x; (miscare oscilatorie).

Tn acest caz exista pe circumferinta doua puncte A si A’ cu abscisa xi\ sl se

poate nota
xlA =lcosa, O<a <p
si ecuatia de miscare devine

I = +,/2gl(cosq - cosa).
Tnlocuind

cosq =1- ZSinZ%, cosa =1- 2gn22,

2
dg \/E\/-za . 20
N _ 109 [4n22 . gn29.
ot Py TSN

Fie cf‘o > 0. Din ecuatia de mai sus, in care se alege semnul +, rezultd ca 6 va creste

se obtine ecuatia diferentiala

pana la valoarea a cand cf se anuleaza. Luand apoi semnul — in fata radicalului, se
vede ca g vadescreste pana la valoarea— o, cand iarasi se anuleaza etc.

Intervalul de timp in care @ si (f‘ revin la aceeasi valoare este perioada de
oscilatie

1
|l a@ ,a . ,002 a0
to=2|— dn2< - gnl2 < “dé~=
° \/;Oag 2 2g 326
Notand
sing:usini,
2 2

Se exprima 1, sub formaintegralei eliptice
{ = \/TJ du
0 =4 |—Q—= - .
g(a\/@_ 2)i- k2?)

(forma normala Legendre), unde parametrul k2 = sinz% <1, depinde de conditiile

initiale.
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Pentru calculul numeric al lui 1, se poate folos dezvoltareain serie
1 L2 18y 4 35 L(20- 1)k2”u2”+L,
A1- k2u2 2 2x4 2X4>64_X2n

valahild pentru K°u? < 1, urmatd de integrarea termen cu termen a seriei uniform
convergente. Dar

1u®du _ 136X X2n- 1)p
@ 2 246den 2

sl prin urmare

6
0=2p 91+—g +L+ 8é>6>6><l_><(2n 1) Q@ gn2n& 47
& 264N g 2

In cazul oscilatiilor mici

. a.a .
sn—;— deci t_ =2 +—

22 0o =P ? 16 o
Daci si a® este neglijabil, atunci se regaseste formula lui Galileu

t0:2p\/I.
g

3. Caaul x, <-1 (miscare de rotarie).
n acest caz
2 1
Vg > Zg(x0 + I)
si punctul descrie complet circumferinta in acelasi sens, impus de semnul lui c?o.
Ecuatia diferentiala care descrie miscarea este

Id = i\/Zg(I - x%?- k12 Sinzﬂ_

2g

unde

2

2 _
kl— <1

1
I'XA

Intervalul de timp Tn care punctul plecat din pozitia g, revine in aceessi
pozitiecu q =, +2p estedat de

t = | Jo+2p dqg 2 Q
0=

;Zg(l- X,lb\)go \/1 klsm \/29(' XA) \/(1 le kfu 2)
4. Cazul xi\ =-| (migcare asmptotica).

Pentru realizarea acestui caz, pur teoretic, ar trebui ca

vcz, = Zg(x%, + I)
Tn aceasta ipotezi, se aplica formulele din cazul 2., cu a = +p . Alegand, de exemplu,

semnul +
I(f‘ = 1/29Ii1+ cosq )

si prin integrare, dupa separarea variabilelor
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a8 0
I dQET a0 p'”q
t:\/:qe—ﬂ:|n§g({‘z+z£ .
9 Ocosgg—g € do
e2g

Punctul material se misca in sensul in care q creste si gunge in punctul
g =p intr-untimp infinit
lim t(q) = +¥.
a®p
Dependenta cazurilor analizate de conditiile initiale {qo ,c‘i‘o} Se poate prezenta
grafic, pe abscisa fiind pozitia initiala g, pe ordonata raportul vitezei initiale la
1
. . . Vo o A X .
viteza critici —2- , iar cota reprezentand raportul I—A. Pe suprafata astfel obtinuta s-a

Td

trasat curba corespunzand cazului miscarilor asimptotice in figura 5.19 folosind
programul:

[X,Y] = nmeshgrid(-pi:pi/25:pi, -1.5:0.1:1.5);

Z = cos(X)-Y."2/2; meshz(X Y, 2

hol d on

X = -pi:pi/50:pi; yl = sqgrt(cos(x)+1l); zl1 = cos(x)-yl."2/2;

y2 = -sqgrt(cos(x)+1); z2 = cos(x)-y2."2/2;

pl ot 3(x,y1,z1,"'-k',x,y2,z2,"'-k',"'LineWdth', 2)

x|l abel ("\theta',' FontSi ze', 14),

ylabel (*v_o/sqgrt(g*l)"',' FontSi ze', 14),zl abel (' x_1 A, ...
" Font Si ze' , 14)

title('Studiul conditiilor initiale' ,'FontSize', 14)

text(0,-1,1,"'\leftarrow m scari oscilatorii','FontSize', 14);

text(-1,-1.5,0,"\leftarrow m scari asinptotice',..
'Font Si ze' , 14);

text(-1.8,-1.5,-1,"\leftarrow miscari derotatie',..
'"Font Si ze', 14); hold off

B i
054 iy i, gy
Ty A s ; ; :
P LT LI T NS, «— miscari oscilatorii
B T Iy
-05- Q‘

f * -1.5 4
vofsqn[g 1) 0

Figura 5.19: Sudiul condiziilor inisiale.
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A Integrarea ecuatiei pendului matematic (5.16) nu se poate face andlitic.
Incercand acest lucru in prin apelarea functiei dsol ve

v = dsol ve(' D2v+sin(v)','t")
conduce laraspunsul

Warning: Explicit solution could not be found;

inplicit solution returned.

v = [ Int(1l/(2*cos(a)+Cl)"(1/2),a="..v)-t-C2=0,..
-Int(1/(2*cos(a)+C1)~(1/2),a=""..v)-t-C2=0]

Forma impliciti a solutiei reprezinta de fapt integrala prima a energiei. In acest caz
vom integra numeric ecuatia (5.16) asociind prin notatiile
0 =d,d =4,
sistemul cvasiliniar de ordinul Tntéi
}6 =0
le — 9g
qu =- I—sm q,.

Pentru integrarea numerica am folosit functia pendnat
function dqdt = pendmat(t, q)

dgdt = [q(2); -sin(q(l))];
end

sl programul urmator

ki = 0.5; perl = 4*ellipke(kl)
k2 = 0.6; per2 = 4*ellipke(k2)
k3 = 0.8; per3 = 4*ellipke(k3)
[t1,gl] = oded5( @endmat,[0 3*per3],[0; 2*kl]);
[t2,092] = oded5( @endmat, [0 3*per3],[0; 2*k2]);
[t3,093] = oded5( @endmat, [0 3*per3],[0; 2*k3]);

s = 0:0.01: 3. 1*per 3;
figure(l)
plot(t1,ql(:,1),"k-",t2,92(:,1),"k-",t3,93(:,1),"k-",...
s,0,"'k-","LineWdth', 2)
axis([0 30 -2.5 2.5])
Xl abel ("t*sqrt(g/l)'), Yl abel ('\theta')
gtext('1','FontSize',14), gtext('2','FontSize', 14),
gtext('3",'FontSize', 14),
text(12.5,2,"\theta_o=0',"' FontSi ze', 14)
text(1,-2.25,["'1 \rightarrow \tau_1=", nunstr(perl),..
", 2 \rightarrow \tau_2=", nun2str(per2), ..
", 3 \rightarrow \tau_3=", nunstr(per3)],' FontSi ze', 14)
title('Variatia unghi ul ui \theta 1in functie de viteza
initiala','FontSize', 14)

figure(2)

g40 = pi/6;

k4 = sqrt((1-cos(q40))/2); perd = 4*ellipke(kd4) g50 = pi/4;
k5 = sqrt((1-cos(qg50))/2); per5 = 4*ellipke(k5) g60 = pi/3;
ké = sqrt((1-cos(qg60))/2); per6 = 4*ellipke(kb)

[t4,94] = oded5( @endmat,[0 3*per6],[q40; 0]);

[t5,95] = oded5( @endmat,[0 3*per6],[q50; 0]);

[t6,06] = oded5( @endmat,[0 3*per6],[q60; 0]);

185



s = 0:0.01: 3. 1*per 3;
plot(t4,q94(:,1)," k-",t5,095(:,1),"k-",t6,q6(:,1),"k-",...
s,0,"k-","LineWdth', 2)
Xl abel ("t*sqrt(g/l)'), Ylabel('\theta')
gtext('4','FontSi ze',14), gtext('5',' FontSize', 14),
gtext('6','FontSize', 14)
text (12.5,1.25," (d\theta/dt)_o=0"',"' Font Si ze', 14)
text(1,-1.25,["4 \rightarrow \tau_4=", nun2str(perd), ...
", 5 \rightarrow \tau_5=", nun2str(per5), ...
', 6 \rightarrow \tau_6=", nun2str(per6)],' FontSize', 14)
title('Variatia unghiului \theta in functie de pozitia
initiala','FontSize', 14)

Reprezentarile grafice obtinute cu acest program sunt prezentate in figurile 5.20 si
5.21.

25 T T T T

2

I 8 =0
o
158F =
3
1
08 .
k<l (K] ] 2 -
_0E}F .
1
F g
-15

-2

1— 1:1=7,41 63, 2 — t2=?,?953. 3= '|:S=Q,DE&8
-2.5 L L

] 5 10 15 20 25 30
t*sgrt(g’l)

Figura 5.20: Variagia unghiului q Tn functie de vitezainiziald.
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18 T T T T
(d6/ci) =0
L
05
= [v]
e
05 5
4
oy
4 ‘I:4=5.?622, b— ‘55=?.0528, 6 — 'I:S=7.41 63
15 I I I I
a 5 10 15 20 25 30

t*sqrt(gl)
Figura 5.21: Variazia unghiului ¢ n funcsie de pozsia inifiala.
In figura 5.22 este reprezentata variatia unghiului q pentru diverse viteze initiale, iar

in figura 5.23 este reprezentata comparatia intre solutia numerica si solutia analitica
simplificata.

35 T T T T T T

=0, da/dt=2.01"sqrt(g/l)
30F

25k

20F

6=0, d/dt=2"sqrt(g/l)

B8=0,d0/dt=1.75"sqrt(g/l)

0 5 0 15 20 25 30 35 40
t*sgrt{g/1)

Figura 5.22: Variafia unghiului q n functie viteza inifiala.
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04

0.05

-0.05

-0
o

B
t*sqrt{g/1)

Figura 5.23: Compararie solusie analitica si solugie numericd.

Problema 5.17 (Pendulul cicloidal): Si se studieze miscarea fara frecare a
unui punct material greu, de masa m, pe o cicloida cu baza orizontala, situata n plan
vertical, cu concavitatea in sus.

Solutie:
Se alege un reper Ox'x*x® cu originea in punctul cel mai de jos, Ox'x? planul vertical
cu axa x° verticala ascendenti. Fie a raza cercului generator.

o

N/

C o

Figura 5.24: Pendul cicloidal.
Precizam céteva proprietati geometrice ae cicloidei (figura 5.24): fie o

pozitie a cercului generator cu M punctul curent de pe cicloida; normala la curba este
MB, centrul de curbura in E, simetricul lui M fata de B; locul geometric a lui E este o
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cicloida egala cu cicloida considerata, avand varfurile in A si AC ; tangenta MC este

)
jumatate din arcul OM , notat cu s. in triunghiul dreptunghic BMC avem

MC? = BC xCP,
adica
5—2 =2ax’ deunderezlta x” =3
4 ds 4a
Reprezentarea parametrica a cicloidel este data prin ecuatiile
'\%'xl = alg +sinq),
x2 = a(1- cosq),
cuql [-p,p].
Proiectia greutatii pe tangenta este - mg dng =- mg4—sa . Deci ecuatia de miscare
;nﬁ& =mg+N,
n proiectie pe tangenta, vafi
d*s_ g
dt2 4a '

Solutia acestei ecuatii este

®|go
S = Sp COLt, |73
43{3

daca mobilul este lasat liber (viteza initiala nuld) din pozitia initiala s(0) = s, .
Timpul necesar mobilului s gjunga Tn O este independent de pozitiainitiala

ts = p\/E,
g
deci miscarea este tautocrona.
Reactiunea normala rezulta din proiectia ecuatiei de miscare pe directia
normalei principale
v2
mr— =mgxv +N

cu
5 5 o 2a- x?
\Y; :29(x0- X ),I’ =2MB, mgxv = - mgcosa = - mg MB
adica
2 2 2 2 2
N:mgXO_ X +mg2a_ X :mg(xo-2x +2a).
MB MB MB
Daca xcz, = 2a, atunci
_9y2
N:m(‘l;Bi):-erng.

n programele urmatoare sunt prezentate animatii pentru miscarea tautocroni a
punctului material greu pe cicloida si pendulul cicloidal.
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r = 0.05; per = pil2;

thOl = pi/9; th02 = pi/3; th03 = pi/4;

thO4 = pi/6; th05 = pi/2; ncadre = 100;

M = novi ei n(ncadre);

for | = 1:ncadre+l
t (j -1) *per/ncadre;
u 0: pi /100: pi; v = 0:pi/60:2*pi;
cXx = utsin(u); cy = 1-cos(u); ul = 2*asin(sin(thOl)*cos(t));
xb1l = ul+sin(ul)+r*cos(v); ybl 1-cos(ul)+r*sin(v);
u2 = 2*asin(sin(th02)*cos(t));
xb2 = u2+sin(u2)+r*cos(v); yb2
ud = 2*asin(sin(th03)*cos(t));
xb3 = u3+sin(u3)+r*cos(v); yb3
u4 = 2*asin(sin(tho4)*cos(t));
xb4 = ud+sin(ud)+r*cos(v); yb4
u5 = 2*asin(sin(th05)*cos(t));
xb5 = ub+sin(ub)+r*cos(v); yb5
plot(cx,cy,' -k',"LineWdth', 2)
hol d on
pl ot (xbl,ybl,'-m 6 xb2,yb2,"'-¢',xb3,yb3,"'-r',...

xb4,yb4,'-qg', xb5,yb5,'-b',"' LineWdth', 4);

axis equal tight; axis([-0.05 pi -0.05 2])
hol d of f
Mj) = getfrane;

end

nmovi e(M

1-cos(u2)+r*sin(v);

1-cos(u3)+r*sin(v);

1-cos(ud)+r*sin(v);

1-cos(ub)+r*sin(v);

r = 0.05; per = 2*pi; th0 = pil4;
ncadre = 100;
M = novi ei n(ncadre);
for j = 1:ncadre+l
(j-21)*per/ncadre;
-pi:pi/100:pi; v = 0:pi/60:2*pi;
X = u+sin(u); cy = 1l-cos(u);
u = 2*asin(sin(th0)*cos(t));
xb = u+sin(u)+r*cos(v); yb = 1-cos(u)+r*sin(v);
plot(cx,cy,'-k',"'LineWdth', 2);
hol d on
pl ot (xb,yb, ' r',"'LineWdth', 4);
axis equal tight; axis([-pi pi -0.05 2]);
hol d of f
Mj) = getfrane;
end
novi e(M 3)
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